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1. ITELETLOGIKA (NULLADRENDU LOGIKA)

1.1. Szintaktika

Jeloljitk egy L itéletlogikai nyelv itéletvaltozdinak (nem iires) halmazat V-vel.

1.1. DEFINiciO. (FORMULA)

L formuldi induktive definidltak a kovetkezSképpen:
1. Minden V-beli elem (azaz itéletvaltozo) formula.

2. Ha A és B formulak, akkor

is formulék.

1.2. Szemantika

Jeloljiik az igaz és hamis igazsagértékeket 0-val és 1-gyel.

1.2. DEFINICIO. (INTERPRETACIO)

L interpretdcidja egy T : V — {0,1} fliggvény.

A logikai miiveletek igazsagtablaja:

[A[B-A[AAB[AVB|A>B|A=B|

0|0 1 0 0 1 1
0|1 0 1 1 0
10 0 0 1 0 0
1|1 1 1 1 1

1.3. DEFINICIO. (FORMULA ERTEKE)

Az T interpretacioban egy F formula (igazsdg)értékét |F|z-vel jeloljiik, és a kovetkezképpen definialjuk:

1. Ha A € V (azaz A itéletvaltozo), akkor |A|r = Z(A).
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2. Ha A és B formulak, akkor

|=Alz = -|Alz

|[AANB|z = |Alz AN|B|z
|AVBlz = |AlzV|Blz
|[ADB|z = |A|lz D |Blz
|A=Blz = |Alz=|Blz

T interpretéci6 és F formula esetén a kévetkezd szohasznalattal fogunk élni: ha |F|z = 1, akkor azt
mondjuk, hogy ,,Z kielégiti F-et”. Ennek jelolésére bevezetjiik az Z = F jelolést.

Egy F formulahalmaz esetén akkor hasznaljuk az 7 kielégiti F-et” kifejezést, illetve az 7 |= F jelolést,
ha minden F' € F formulara 7 |= F.

1.4. DEFINiIcIO. (KIELEGITHETOSEG/ERVENYESSEG/KIELEGITHETETLENSEG)

Egy F formulahalmaz
1. kielégithetd, ha 3 olyan Z interpretécio, hogy Z = F. !
2. logikai torvény (érvényes), ha V Z interpretéacio esetén 7 = F.
3. kielégithetetlen, ha nem 3 olyan Z interpretacio, hogy Z = F. ?

Egy F formula kielégithet6/ érvényes/ kielégithetetlen, ha az {F'} formulahalmaz kielégithet6/ érvényes/
kielégithetetlen.

1.5. DEFINicIiO. (LOGIKAI KOVETKEZMENY)

Egy P formulahalmaznak logikai kovetkezménye a K formula, ha V T interpretacioban teljesiil: ha Z = P,
akkor Z = K. Jelolése: P = K. ?

1.3. Klozgeneralas

1.6. DEFINicIiO. (LITERAL)

Egy formulét literdlnak neveziink, ha A vagy —A alaki, ahol A itéletvaltozo. Az A-t a literdl alapjinak
nevezziik. Ha a literdl A alaku, akkor pozitiv literdlrél beszéliink, ha —A alakd, akkor pedig negativ
literdlrol.

1.7. DEFINIcIO. (KLOZ)

Kloznak egy L1V Lo V...V Li formulat neveziink, ahol & > 0 és minden L; literal. Ha k = 0, akkor iires
klozrol beszéliink; az {ires klozt a [ jellel jeloljiik.

Az L1V Ly V...V Li klozt akkor elégiti az T interpretacio, ha van olyan L;, hogy T = L;. Ebbél
kovetkezik, hogy U-t egy interpretacié sem elégiti ki, vagyis O kielégithetetlen.

1.8. DEFINICIO. (KLOZ NORMALFORMA)

Egy formula kléz normdlformdban (méasnéven: konjunktiv normalforma, KNF) van, ha Cy ACo A ... ACy
alaki, ahol k£ > 0 és minden C; kl6z.

! Azaz van olyan interpretacio, mely F Gsszes elemét kielégiti.
2 Azaz V T interpretéacio esetén I = F.
3 P elemeit premisszaknak, K-t pedig konkluzionak szoktuk nevezni.
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Minden formula atirhato kléz normélforméra a kovetkezs szabélyok alkalmazaséaval:
1. Ekvivalencidk és implikaciok eliminalasa:
A=B ~ (ADB)A(BDA)
ADB ~ -AVB
2. De Morgan azonossigok:
-(AAB) ~ (-AV-B)
-(AVB) ~ (mAA-B)
3. Dupla negéaciok eliminalasa:

4. Disztributivitas szabalyai:
AN(BVC) ~ (AANB)V(AANC)
AV(BAC) ~ (AVB)AN(AVO)

Egy KNF-ben levs C; A Co A ... A Cy, formula kielégithet&ségét (kielégithetetlenségét) vizsgaljuk. Ennek
eldontése megegyezik a {C1, Cy, . .., Ci } klozhalmaz kielégithetGségének (kielégithetetlenségének) vizsgéa-

lataval.
A fentiek értelmében tehat barmely F formula atalakithato egy C(F) klozhalmazza, amelyre a kovet-

kez6 igaz:

F akkor és csak akkor kielégithetd (kielégithetetlen),
ha C(F) is kielégithetd (kielégithetetlen).

1.9. PELDA.

Igazoljuk a kovetkez6 kovetkeztetés helyességét:
Ha vonattal megyek, akkor ha a vonat késik, lekésem a talalkozot.
Ha lekésem a talalkozét, és rossz kedvem lesz, akkor nem megyek holnap kirdndulni.
Ha nem kapom meg az allast, akkor rossz kedvem lesz, és elmegyek holnap kirdndulni.
Tehat ha vonattal megyek, akkor ha a vonat késik, megkapom az allast.

Vezessiik be a kovetkezd itéletvaltozokat, azaz legyen V a kovetkezs:

Vv = {AHKMRT}
Ezen itéletvaltozok informalis jelentése a kovetkezd:
A: ,megkapom az allast”

»holnap elmegyek kirdndulni”

,a vonat késik”

,wvonattal megyek”

,,rossz kedvem lesz”

N m S R =

slekésem a talalkozot”
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Irjuk fel a mondatokat formulakként:
1. ,Ha vonattal megyek, akkor ha a vonat késik, lekésem a talalkozot.” — M AK DT

2. ,Ha lekésem a talalkozot, és rossz kedvem lesz, akkor nem megyek holnap kirdndulni.” — T AR D
-H

3. ,Ha nem kapom meg az allast, akkor rossz kedvem lesz, és elmegyek holnap kirandulni.” — —A D
RANH

4. Ha vonattal megyek, akkor ha a vonat késik, megkapom az allast.” — M A K D A
Alakitsuk ezeket a formuldkat KNF-re:

1. MAKDT — -(MANK)VT — -MV-KVT

2. TN\R>-H — ~(TANR)V-H — —-TV-RV-H

3. ;/ADRANH — AV(RANH) — (AVR)A(AV H)

4. A konkluziénak, azaz az M A K D A formulanak a negaltjat kell KNF-re atalakitani (lasd: 1.10.
lemma).

Tehat: \(MANKDA) — ~(-MV-KVA) — MAKA-A
A keresett S klozhalmaz a kapott KNF-ben levs formulak klozaibol all, azaz:

-MV-KVT
-T'V-RV-H
AVR

S = AVvH
M
K
-A

1.4. Rezolicio

A rezolicio egy un. cdfolo tételbizonyité modszer. Ez azt jelenti, hogy ha adottak a Py, ..., Py premisszak
és a K konkluzio, akkor {P,..., P} = K igazolasdhoz azt probaljuk belatni, hogy a {Py,..., Py, ~K}
formulahalmaz kielégithetetlen.

1.10. LEMMA.
{P1,..., Py} = K akkor és csak akkor, ha {Py,..., P,,~K} kielégithetetlen.

BI1zoNYITAS.

{P1,..., Py} E K akkor és csak akkor, ha a Py A ... A P; D K formula logikai t6rvény. Ez utobbival
ekvivalens annak belatasa, hogy =(P; A ... A P, D K) kielégithetetlen. Az utobbi formula atalakithato
(a de Morgan azonossagok alkalmazasaval) a Py A ... P, A K alakra; tehét ezen formularél kell belat-
nunk, hogy kielégithetetlen. Ezzel ekvivalens annak igazolasa, hogy a {Pi,..., Py, 7K} formulahalmaz
kielégithetetlen.

Mivel minden F formula atalakithato egy C(F) klozhalmazza, igy igaz a kovetkezo:

a{Py,..., Py, ~K} formulahalmaz akkor és csak akkor kielégithetetlen,
ha {C(P1),...,C(Py),C(—K)} is kielégithetetlen.
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Igy vezettiik vissza a logikai kivetkezmény kérdésének eldontését egy klozhalmaz kielégithetetlenségének
vizsgalatara.

1.11. DEFINicIO. (REZOLVENS)

Tekintsiik a C; = Ly V C] és Cy = Lo V CY, klozokat, ahol Ly és Ly azonos alapt és ellentétesen negalt
literalok. A C{ V C4 klozt a Cy és Cy rezolvensének nevezziik.

1.12. LEMMA.
Ha C' a Cy és Cy klozok rezolvense, akkor {C1,C3} E C'.

1.13. DEFINic1O. (REZOLUCIOS LEVEZETES)

Egy S klozhalmazbol valo rezolicids levezetés alatt klézoknak egy véges Cq,Cy, ..., Cy (n > 1) sorozatat
értjik, ahol minden C; esetén

1. vagy C; € S,
2. vagy Cj rezolvense a Cj, és C};, klézoknak, ahol ji, jo < i.

Rezolicios cdfolatnak nevezziik a fenti rezolicios levezetést, ha C,, = [J.

A rezolucios kalkulus eldontésproblémaja az, hogy egy S klézhalmazhoz konstrualhaté-e rezolicios cafolat;
azaz hogy S-bdl levezethetd-e az dires kloz. A rezolucid helyes és teljes kalkulus. Ezen fogalmak jelentése:

e helyesség: ha S-hez van rezolucios cafolat, akkor S kielégithetetlen.
e teljesség: ha S kielégithetetlen, akkor van S-hez rezolucios cafolat.

Megadjuk a helyesség bizonyitasat:

1.14. TETEL. (REZOLUCIO HELYESSEGE)

A rezolucids kalkulus helyes, azaz ha az S kldzhalmaznak van rezolicids cdfolata, akkor S kielégithetetlen.

BI1zoNYITAS.

Legyen az S-hez konstrudlt rezolicios cafolat Cy, Co, ..., Cy.

El6szor be fogjuk latni, hogy minden C; esetén S |= C; (azaz a rezolicios cafolat minden eleme logikai
kovetkezménye S-nek). Vagyis belatjuk, hogy minden olyan 7 interpretacio esetén, melyre Z |= S teljesiil,
az is teljesiil, hogy Z = C; minden C;-re. Ennek bizonyitasa induktiv:

1. Ha C; € S, akkor ez trivialisan teljesiil.
2. Ha C; a C}, és (), rezolvense, akkor:

(a) Az induktiv feltevésiink az, hogy az allitas teljesiil Cj,-re és Cj,-re is. Azaz S | Cj, és
S ECj,.

(b) Az 1.12. lemma alapjan tudjuk, hogy {C},,C},} = C;, ami miatt pedig (az induktiv feltevést
felhasznalva) teljesiil az S = C; Osszefliggés.

Ezek utan mar konnyd belatni, hogy S kielégithetetlen. Mivel C,, = O, igy a fentiek miatt S = O.
Azaz nem létezhet olyan interpretéacio, mely kielégiti S-t (mivel [J-t semelyik interpretacié sem elégiti
ki). Vagyis S kielégithetetlen.

A teljesség bizonyitdsa bonyolultabb, ez nem tartozik a tematikaba.
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1.5. Linearis inputrezoliicié

1.15. DEFINiICIO. (LINEARIS REZOLUCIOS LEVEZETES)

Egy linedris rezolicids levezetés alatt olyan Cy, My, Co, Mo, ...,Cp_1, M,,_1, C), rezolucios levezetést ér-
tiink, melyben minden i = 2,3,...,n esetén C; a C;_1 és M;_1 klozok rezolvense.

A fenti C; klozokat centrdlis klozoknak, az M;-ket mellékklozoknak nevezziik. A linearis rezolicios kalkulus

is helyes és teljes.
A linearis rezolucioban a centralis klozokra tettiink megszoritast: ezeknek a sorrendben megel6z6 két
kloz rezolvensének kell lenniiik. Felmeriil az igény, a mellékklozokra is tegylink valamilyen megszoritast.

1.16. DEFINiICIO. (LINEARIS INPUTREZOLUCIOS LEVEZETES)

Egy linedris inputrezolicids levezetés alatt olyan Cy, My,Co, Mo, ..., Cp—1, My _1,C), linearis rezoltciés
levezetést értiink, melyben minden M; € S.

A linearis inputrezolucios kalkulus helyes. Viszont belathato, hogy nem teljes, egy egyszerii ellenpéldan
keresztiil.

1.17. PELDA.
Tekintsiik a kovetkezd klozhalmazt:
AV B,
-AV B,
S AV B
AV -B

Konnyi belatni, hogy S kielégithetetlen (pl. igazsagtablaval). Mégsem tudjuk beldle levezetni linearis
inputrezoltcidval az iires klozt. Ennek az az oka, hogy nincs egy olyan S-beli kl6z (méasnéven: input
kl6z) sem, mely csupan egyetlen literalt tartalmazna. Igy mivel a mellékklozok mindig input klézok
kell legyenek — a levezetés sordn egyszer sem fordulhat el6, hogy valamelyik elallitott rezolvens az iires
kloz lesz.

Belathat6 viszont, hogy a linearis inputrezolici6 teljes a Horn-logikdban, azaz in. Horn-klézok halmazain.

1.18. DEFINic1IO. (HORN-KLOZ)
A Horn-kléz olyan kloz, mely legfeljebb 1 db. pozitiv literalt tartalmaz.

1.19. PELDA.
Az 1.9. példaban elgallitott

-MV-KVT
-T'V-RV-H
AVR

S = AVvH
M
K
-A

klozhalmazrol fogjuk most megmutatni, hogy kielégithetetlen. Ezt linedris inputrezolicidval probaljuk
bizonyitani. Am mivel S-ben nem csak Horn-klézok vannak (AV R és AV H nem ilyenek), igy még ha S
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kielégithetetlen is lenne, sem biztos, hogy le tudjuk bel6le vezetni linearis inputrezolicioval az iires klozt.
Ezért megprobalhatjuk atalakitani S-t oly médon, hogy csak Horn-klézokat tartalmazzon. Ez kdnnyen
megtehet§ egy 1j itéletvaltozd bevezetésével:

A’ nem kapom meg az 4llast”
Azaz A’ ~ —A. Igy atirhaté S a kovetkezéképpen:

-MV-KVT
-TV-RV-H
-A'"VR
S = -A'VH

M
K
A/

Lathato, hogy S igy mar csak Horn-klozokat tartalmaz. Adjunk meg tehat S-hez lineéris inputrezolucios
cafolatot, a kdvetkez6 formaban:

-~-MV-KVvVT
K

1|“ -TV-RV-H
l
-H \|/ -A -A'VH

A levezetés fenti abrazolasaban a fa bal oldali csticsai a centralis klozok, jobb oldali csticsai a mellékklozok.
Az egy szinten levé két klozt rezolvaljuk egymassal, és kapjuk a veliik éllel 6sszekotott centralis klozt.

1.20. MEGJEGYZES.

A fenti példaban szerepld linearis inputrezoltcios levezetés alulrol harmadik sordban a —H V —A’ és az
-A’ V H klozok rezolvalasakor a kapott rezolvens elvileg =A’ V —A’; azonban a klozokban az azonos
literalokat dsszevonjuk.



2. PREDIKATUMLOGIKA (ELSORENDU LOGIKA)

2.1. Szintaktika

Egy L predikatumlogikai nyelv megadhat6 a kévetkez6 halmazok segitségével:
1. Viltozok megszamlalhatdan végtelen )V halmaza.
2. Figgvényszimbolumok (esetleg iires) Fn halmaza.
3. Predikdatumszimbolumok nem iires Pr halmaza.

Minden fiiggvény- és predikdtumszimbélumhoz megadunk tovabba egy-egy k > 0 egész szamot, melyet
az adott szimbolum fokdnak neveziink. !
Az adott nyelven szintaktikailag helyes kifejezéseket tudunk felirni.

2.1. DEeFINicIO. (KIFEJEZES TERM ES FORMULA)
L kifejezései két csoportra oszthaték: termekre és formuldkra. Ezek a kovetkezSképpen, induktive defi-
nidltak:

1. Term:

(a) Minden V-beli elem (azaz véltozo) term.
(b) Minden f(ty,...,tx) alaku kifejezés term, ahol f € Fn k-foku fiiggvényszimbolum és ¢, ..., tx
termek.
2. Formula:
(a) Minden P(t1,...,t;) alaka kifejezés formula, ahol P € Pr k-foka predikitumszimbolum és
t1,...,t, termek. Az ilyen alaku formuldkat atomi formuldknak nevezziik.
(b) Ha A és B formulak, akkor
-A
(AAB)
(AV B)
(AD B)
(A= B)
is formulék.
(c) Ha A formula és x € V, akkor
VzA
dxA

is formulék.

! Mint lathato, nem definialunk a nyelvben tipusok halmazdt; tulajdonképpen feltessziik, hogy csak egyfajta tipus van
a nyelvben (ez nem jelent lényeges megszoritast). Hasonloképpen, nem definidlunk konstansszimbdlumokat a nyelvben;
ezeknek tulajdonképpen a 0-foku fiiggvényszimbolumok felelnek meg.
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Egy kifejezésben egy valtozo-el6fordulas kdtatt, ha egy 6t k6t6 kvantor hataskorébe esik; egyébként szabad.
Egy F kifejezés szabad vdltozéinak halmazdt FV(F)-fel jeloljiik. Egy F kifejezés zdrt, ha FV(F) = 0;
egyébként nyilt.
A kovetkez6kben gyakran fogunk hasznalni valtozokon értelmezett fiiggvényeket; azaz olyan o fiigg-
vényeket, ahol Dom(o) C V. 2 Az ilyen fiiggvényeket sokszor

o = [a’(zll) o(za) ... a'(zkk)}
tablazatos alakban fogjuk abréazolni, ahol Dom(c) = {x1,...,z}. Ha Dom(c) = 0, akkor egy ilyen
(iires) fliggvény jelolésére az e-t hasznaljuk.

2.2. DEFINic1O. (HELYETTESITES)

(Term)helyettesités alatt egy valtozokon értelmezett fliggvényt értiink, melynek az értelmezési tartoméanya
az (Osszes) termek halmaza.

Egy F kifejezés és egy o helyettesités esetén Fo alatt azt a kifejezést értjiik, melyet tgy kapunk, hogy
F-ben minden = € Dom(o) valtozd minden szabad elfordulasat (egyidejileg) feliilirjuk o(x)-szel.

2.2. Szemantika

2.3. DEFINiCIO. (INTERPRETACIO)

Az L nyelv T interpretdcidja egy nem iires U halmaz (Gn. wuniverzum) és a kovetkezd fliggvények segit-
ségével adhato meg:

1. Minden f € Fn k-foku fiiggvényszimbolumhoz rendeliink egy

fFUxUx---xU—U
| S —
k

fliggvényt.
2. Minden P € Pr k-foku predikdtumszimboélumhoz rendeliink egy
PL.UXxUx - xUw{0,1}
~—_—
k

(logikai) fiiggvényt.

2.4. DEFINic1O. (VALTOZO-KIERTEKELES)

A fenti 7 interpretacioban egy vdltozo-kiértékelés alatt egy olyan valtozokon értelmezett fliggvényt értiink,
melynek értékkészlete U.
Egy F kifejezés vdltozo-kiértékelése olyan k valtozo-kiértékelés, melynek értelmezési tartomanya FV(F).

Valamely z valtoz6 és valamely u € U esetén [ﬂ alatt olyan ' valtozo-kiértékelést értiink, hogy
e Dom(r’) = Dom(k) U {z},
o k'(z) =wu és

e x'(y) = k(y) minden y # x esetén.

2 Dom(o)-val jelsljiik a o értelmezési tartomanyat.
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2.5. DEFINicIO. (KIFEJEZES ERTEKE VALTOZO-KIERTEKELES MELLETT)

Legyen F egy kifejezés. Legyen 7 egy interpretécio, és legyen k az F-nek egy valtozo-kiértékelése.
I-ben k mellett az F értékét |F|5-val jeloljik, és a kovetkezGképpen definialjuk:

1. Term esetén:

(a) Ha z € V véltozo, akkor
2]z = w()
(b) Ha f € Fn fiiggvényszimbolum, akkor
[f(t, otz = Akl lF)
2. Formula esetén:
(a) Ha P € Pr predikdtumszimbolum, akkor
|P(t,....th)l = PH(tlf,. .., [tl?)

(b) Ha A és B formulak, akkor

-Alz = —lAlz
|[ANBlz = [Alz AIBlZ
|[AVBlz = [AlzVIBlz
[ADBlz = |Alz D[Blz
|[A=Blz = [Alz=|Blz

(c) Ha A formula és x € V valtozo, akkor

u

VzAl5 =1 < minden u € U esetén |A|I[ ] =

K
[FzA|7 =1 <« létezik olyan u € U, hogy |Al;- ~ =1
2.6. DEFINicIO. (FORMULA ERTEKE)

Az T interpretacioban az F formula értékét |F|z-vel jeldljiik, és a kovetkezoképpen definialjuk:
|Flz=1 < |Vai...VapF|5
ahol FV(F) = {x1,..., 2k}

Azaz egy F formula akkor és csak akkor igaz egy interpreticidban, ha F' minden valtozokiértékelése
mellett igaz F' az interpretaciéban.

A kielégithetGség/ érvényesség/ kielégithetetlenség és logikai kovetkezmeény fogalma és definicidja azo-
nos az 1.2. fejezetben irtakkal.

2.3. Klozgeneralas

2.7. DEFINicIO. (LITERAL)

Egy formulat literdlnak neveziink, ha A vagy —A alaki, ahol A atomi formula®. Az A-t a literdl alapjinak
nevezziikk. Ha a literdl A alaku, akkor pozitiv literdlrol beszéliink, ha —A alakt, akkor pedig negativ
literalrol.

3 Csak ebben az egy szoban tér el a nulladrendti literal 1.6. definiciojatol.
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A kloz és a kloz normélforma definicidja megegyezik az 1.7., illetve az 1.8. definicidkkal.

Hasonléképpen, mint itéletlogikdban, minden formula atirhat6 kl6z norméalformara. Ezen atalakitas-
hoz ugyanazokat a szabalyokat alkalmazzuk, mint az 1.3. fejezetben, tovabbé még a kovetkezs szabalyo-
kat:

1. Kvantoros de Morgan azonossagok:

VoA ~ dz-A
—dxA ~ Vz—A

2. (Egyoldali) kvantorkiemelés szabalyai:
(OzAoB) ~ (Oz'(AoB)
(AoQzB) ~ (QO2'(AoB)
ahol O €{V,3}, o€ {A,V} és 2’ 1j valtozo*.

Ezen szabalyokat alkalmazva tetsz6leges formulat ekvivalens Oz - - - Oz A alakra tudunk hozni, ahol A
KNF-ben van. Ezen a ponton azonban nem allunk meg. A prenex alakban szereplG Osszes egzisztencialis
kvantort eliminaljuk un. Skolem-fiiggvények bevezetésével:

2.8. DEFINiCIO. (SKOLEMIZALT)

Egy Vai...VapIyA formula® (k > 0) skolemizéltja az Vay...VapA [f(zl,.y..,xk)] formula, ahol f 4j

fiiggvényszimbolum®.

2.9. LEMMA.

Egy formula skolemizdltja akkor és csak akkor kielégithetd (kielégithetetlen), ha maga a formula is kielé-
githetd (kielégithetetlen).

A fentiek alapjan barmely formula kielégithet&ségét (kielégithetetlenségét) vizsgélhatjuk tgy, hogy a
formulat elGszor Vay ...V, (C1 A. .. ACy) alakra hozzuk ahol minden C; kl6z | majd ezen formulanak
vizsgaljuk a kielégithetGségét (kielégithetetlenségét). Ez definicié szerint megegyezik a Cq A ... A Cy
formula, azaz a {C1,Cy, ..., Cy} klozhalmaz kielégithetSségének (kielégithetetlenségének) vizsgalataval.

2.10. PELDA.

Igazoljuk a kovetkez6 kovetkeztetés helyességét:
Néhany kitiintetett kedvence az elncknek vagy az igazgaténak.
Az igazgato kedvencei koziil csak olyanokat tiintettek ki, akik az elndknek is kedvencei.
Tehat az elnck kedvencei kézott akad kitiintetett.

Bevezetjiik a kdvetkezé predikdtumszimboélumokat, azaz legyen a Pr halmaz a kévetkezs:
Pr = {E(l),I(l),K(l)}

ahol a predikdtumszimbolumok felsGindexébe irtuk az adott predikdtumszimbolum fokat. Ezen predika-
tumszimbolumok informélis jelentése a kdvetkezd:

4 Azaz a valtozok V halmazat kiegészitjiik a’-vel. Ha mindig 1j valtozot vezetiink be, akkor ezzel kikiiszobolhetd a
valtozotiszta alakra hozas a klozgeneralas lépései koziil.

5 Itt A tetszéleges formula. Azaz akar kvantorokat is tartalmazhat.

6 Azaz a fiiggvényszimbolumok Fn halmazat kiegeészitjiik f-fel.
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E(z): ,x kedvence az elndknek”
I(z): ,,x kedvence az igazgatonak”
K (x): ,z-et kitiintettéek”
Fiiggvényszimbolumokra nem lesz sziikségiink, azaz Fn = ). Irjuk fel a mondatokat formulakként:
1. ,Néhany kitiintetett kedvence az elndknek vagy az igazgatonak.” — Jz (K (z) A (E(z) V I(x)))

2. Az igazgato kedvencei koziil csak olyanokat tiintettek ki, akik az elnGknek is kedvencei” —
Vy(I(y) A K(y) D E(y))

3. ,Az elntk kedvencei kozott akad kitiintetett.” — J2(E(2) A K(z))
Alakitsuk ezeket a formuldkat (prenex, skolemizalt) KNF-re:

L. Jz(K(z) A (E(z) VI(z)) — K(c)A(E(c)VI(c))

2. Vy(I(y) NK(y) D E(y)) — Yy(=I(y) V-K(y) vV E(y))

3. A konkluzionak, azaz a 3z(E(2) A K(z)) formulanak a negaltjat kell KNF-re atalakitani (lasd: 1.10.
lemma).

Tehédt: —3z(E(2) AK(z)) — Vz(=E(z) V =K(2))

A fenti 1. pontban skolemizaltunk, azaz az x valtozo helyére a ¢ 0j konstansszimbolumot (0-foku fiigg-
vényszimbolumot) helyettesitettiink.
A keresett S klozhalmaz a kapott KNF-ben levs formulak klozaibol all, azaz:

K(c)
E(c)V I(c)
—1(y) vV -K(y)V E(y)
—E(z)V -K(z)

2.4. Rezolicio

Els6rendi logikdban a rezolicio kevés ponton moédosul az 1.4. fejezetben irtakhoz képest. ElGszor is
ismertetjiik az unifikitor” fogalmat.

2.11. DEFINIcIO. (UNIFIKATOR)

Egy A és egy B formula unifikitora egy olyan o helyettesités, melyre Ac = Bo.

Két azonos alapu, pozitiv Ly és Lo literal legdltaldnosabb unifikitoranak kiszamitasara Robinson adott
algoritmust:

1. 0:=¢€
2. Ha nincs eltérs karakter Li-ben és Lo-ben, akkor a keresett unifikdtor o, és vége.
3. Jelolje tq, illetve to az elss eltérs karakteren kezd6d6 termet az Li-ben, illetve az La-ben.

4. Ha t; és to egyike sem valtoz6 (azaz fiiggvényszimbolummal kezd6dnek), akkor nincs unifikator, és
vége.

5. Ha t; valtozo, akkor vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: x := t; és t := to. Egyébként legyen
T =19 ést :=1.

7 masnéven: illeszts helyettesités
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6. Occur Check: ha x € FV(t), akkor nincs unifikator, és vége.

7. 0 =0 [ﬂ
8. Ll = le és L2 = LQU
9. Menj a 2-re.

Az itéletlogikahoz képest a kovetkezSképpen mddosul a rezolvens fogalma:

2.12. DEFINiCIO. (REZOLVENS)

Tekintsiik a C; = Ly V C] és Cy = Lo V C, klozokat, ahol Ly és Ly azonos alapt és ellentétesen negalt
literalok, valamint L, alapjanak és Lo alapjanak létezik legaltalanosabb unifikdtora, melyet o-val fogunk
jelolni. A (Cf V CY)o klozt a Cy és Cy rezolvensének nevezziik.

Az 1.4. fejezet és az 1.5. fejezet egyéb fogalmai nem modosulnak, vagyis a fenti rezolvens-fogalommal
dolgozva® tudunk elsérendii logikaban rezolicios és linearis inputrezoliicios levezetéseket konstrulni.

2.13. PELDA.
A 2.10. példaban elgallitott

K(c)
E(c) Vv I(c)
~I(y) vV -K(y) V E(y)
—E(z)V -K(z)

klozhalmazrol fogjuk most megmutatni, hogy kielégithetetlen. Ezt linedris inputrezolicidval probaljuk
bizonyitani. Am mivel S-ben nem csak Horn-klozok vannak (E(c) V I(c) nem ilyen), igy még ha S
kielégithetetlen is lenne, sem biztos, hogy le tudjuk beléle vezetni linearis inputrezoliciéval az iires klozt.
Ezért megprobalhatjuk atalakitani S-t oly médon, hogy csak Horn-klézokat tartalmazzon. Ez kdnnyen

megtehet§ egy 1) predikdtumszimboélum bevezetésével:
E'(z): ,,x nem kedvence az elncknek”
Igy atirhato S a kovetkez6képpen:

K(c)
-E'(c) Vv I(c)
~I(y) VoK (y) V-E'(y)
E'(z)V-K(z)

Lathato, hogy S igy mar csak Horn-klozokat tartalmaz. Adjunk meg tehat S-hez lineéris inputrezoltcios
cafolatot, a kdvetkezé formaban:

8 Mindehhez tarsul még az tn. faktorizdcid miivelete, mely nélkiil az elsérendii rezolticié nem teljes. Ennek ismerete nem
része a tematikanak.
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E'(2) VK () H
/ﬁEl
/v ~K(y) vV —E'(y) H
| /
-K(c) \|/ ﬁEﬁ// K(c)
E(c) E'(2) VK (2) H

—|K|'(c)/ K(c
—

Az abra minden sordban a két rezolvalando kléz mellett 1athato a rezolvalas soran hasznalt unifikator is
(csak akkor, ha az nem az iires helyettesités, azaz nem az €).



3. PROLOG

A Prolog logikai programozasi nyelv az elsdrendd linedris inputrezolicion alapul. Mivel csak Horn-
kléozokkal dolgozhatunk, haromféle szintaktikai egységet tudunk Prologhan megadni:

1. Tény (fact): pozitiv Horn-kloz, azaz egyetlen pozitiv literal. Példaul a P(x, f(c)) pozitiv Horn-klozt
a kovetkezs forméaban tudjuk megadni:

pX,f(c)).

Szemléletes jelentése: ez a literdl mindig igaz. A Prologban a predikdtum- és fiiggvényszimbdlumo-
kat kisbettivel, a valtozdkat nagybetiivel kezdjiik.

2. Szabdly (rule): vegyes (nem pozitiv és nem negativ) Horn-kloz, azaz egy pozitiv literalt és valahany
(nem nulla) negativ literalt tartalmaz. Példaul a =P(c,z) V -Q(y, f(z)) V P(y, x) klozt a kovetkezs
formaban tudjuk megadni:

P(Y,X) - P(C,X), q(Y,f(X))-

Szemléletes jelentése: ha a szabaly jobb oldalanak (a szabély torzsének) minden literalja igaz, akkor
a bal oldalan szerepld literal (a szabaly feje) is igaz.

3. Lekérdezés (query): negativ Horn-kloz, azaz csupa negativ literalbol all. Példaul a —=P(x) V =RV
=Q(c, x) klozt a kovetkezd formaban adjuk meg:

?_ p(x)’ r’ Q(C,X)-

Szemléletes jelentése: vajon igaz lehet-e egyszerre a lekérdezés mindegyik literalja?

A Prolog program tények és szabdlyok Gsszessége. A lekérdezés a Prolog interpreter promptjahoz irando,
ezzel inditjuk a linearis inputrezolicios levezetést. Ebbdl kévetkezik, hogy a Prolog valamelyest lesztikiti
a kezelhet6 Horn-klézhalmazok korét: a klézhalmaznak pontosan 1 db. negativ klozt (azaz lekérdezést)
szabad csak tartalmaznia!

Egy maésik plusz megkotést az (eredeti) linedris inputrezolacidéhoz képest: a levezetés mindig a meg-
adott (egyetlen) lekérdezéssel indul. Azaz az 1.19. és a 2.13. példakban az inputrezolicios levezetés
szemléltetésére hasznalt fanak a fels§ centralis (azaz bal fels6) kloza mindig a lekérdezés kell legyen!

A harmadik megkotés pedig arra vonatkozik, hogy a levezetés soran rezolvalasra milyen sorrendben
valasztunk ki klozokat (tényeket és szabalyokat), illetve hogy egy adott kl6zon beliil milyen sorrendben
valasztjuk a literdlokat. A Prolog ezeket a programban megadott sorrendben valasztja ki.

A Prolog levezetési folyamatanak szemléltetésére modositunk az eddig hasznalt faval térténd abrazo-
lason: a fa cstcsai a centralis klézok lesznek, a mellékklézokat a csticsokbél kiindulé élekre fogjuk irni.



3. Prolog 18

3.1. PELDA.
Tekintsiik az 1.19. példaban megadott

--MV-KVT
-TV-RV-H
-A'"VR
S = -A'VH

M
K
A/

input klézhalmazt. Ez a klézhalmaz pontosan 1 db. negativ klézt tartalmaz, azaz tudjuk alkalmazni ra
a Prologot. A kovetkezd Prolog programot tudjuk felirni:

t :-m, k

r - a.

h :- a.

m.

k.

a.
A lekérdezés pedig a kovetkezd lesz:

?- t, r, h.
A Prolog a kovetkezs levezetést generalja:

7- t, r, h.
| t :- m, k.
?7-r, h, m, k.
r :- a.

?7- h, m, k, a.

=
.
w

Mivel sikeriilt S-bdl levezetni az iires klozt, bebizonyitottuk, hogy S kielégithetetlen. Ezt a Prolog
rendszer egy ’yes’ valasszal adja tudtunkra, azaz hogy a lekérdezés (mint a prompt mogé irt literdloknak
a konjunkcioja) logikai kovetkezmeénye a megadott programnak.

3.2. PELDA.
Tekintsiik a 2.13. példaban megadott

K(c)
-E'(c) Vv I(c)
~I(y) VoK (y) V —E'(y)
E'(z)V-K(z)

input klézhalmazt. Ez a klézhalmaz is pontosan 1 db. negativ klozt tartalmaz. A kovetkezd Prolog
programot tudjuk felirni:



3. Prolog 19

k(c).
i(c) :- e(c).
e(Z) - k(2).

A lekérdezés pedig a kovetkezs lesz:

7- i(Y), k(¥), e(Y).

A Prolog a kovetkez§ levezetést generalja:

7- 1Y), k(Y), e(Y).
| i(c) :- e(c).
7- k(c), e(c).
| k(o).
7- e(c).
| e - x@).
7- k(c).
| k.
O
Vegyiik észre, hogy a levezetés soran tObbszor is alkalmaztuk az unifikaciot, azaz az Y és Z valtozokat
termekkel helyettesitettiik. Mivel Y a lekérdezésben is el6fordult, igy a Prolog rendszer most nem ’yes’
valasszal tér vissza, hanem az 'Y = ¢’ valasszal.

Amennyiben a levezetés adott adgan az iires kléz nem vezethets le, a Prolog backtracking modszerrel
visszalépked a korabbi csticsokba, és ezekbdl méas irdnyban (a csticsban talalhaté kloz elsg literaljat méas
ténnyel vagy més szabaly fejével unifikalva) probal elindulni.



