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Bevezetés

A konyvben a klasszikus szamelmélet néhdny fontos és érdekes fejezetét
targyaljuk. A szereplé problémékat, definiciékat és tételeket legtobbszor
a (Z,+,-) integritdstartomdnyban fogalmazzuk meg, azaz alaphalmazunk
a jol ismert egész szamok halmaza az Osszeadds és szorzas miiveletekkel.
A szovegben N alatt a természetes szdmok halmazédt értjiik a nulldt is
beleértve, Nt pedig a pozitiv egészek halmazat jeloli. Néhany fogalmat,
tételt a (T[x], +, -) polinomgytirtiben is megfogalmazunk, ahol T[z] valamely
T (raciondlis, valés vagy komplex) szamtest feletti polinomok halmaza.

Tapasztalatunk szerint a rendelkezésre all6 id6 kevés a konyv anyagé-
nak tanérdkon valé teljes feldolgozdsara. Alkalmas azonban a konyv arra,
hogy az oktatd izlése szerint sulypontozza az anyagot, korlatozza a bebi-
zonyitandé tételek szamat, esetleg kihagyjon egyes fejezeteket. A konyv
segitségével az eléadasokon kihagyott fejezeteket, bizonyitasokat viszont a
hallgaték tandéran kiviil is megismerhetik érdeklédésbol vagy kotelezo jel-
leggel.

A fejezetek végén néhany feladat taldlhatd, melyek eldsegitik a téma
jobb megértését, és megmutatjak az elméleti anyag alkalmazasainak leheto-
ségeit. A feladatmegoldasban valé kelld jartassag eléréséhez jol hasznalhatdk
az irodalomjegyzékben szerepl6 feladatgyiijtemények, melyek a megolddso-
kat is tartalmazzak.

A szerzék






1. Oszthatésag a (Z,4,) integritastartomanyban

Ismeretes, hogy az egész szamok (Z, +, ) gyfiriijje integritdstartomény
és elemei a
o, —3,-2,-1,0,1,2,3,...

egész szamok. A 0 egész szdm a gylrld additiv zérusa és zéruseleme, mig
a multiplikativ egységelem az 1. Tudjuk tovabbd, hogy a (Z,+,-) gylirii a
< rendezési relaci6 szerint rendezett. A Z— = {...,—3,—2,—1}, illetve a
Zt = Nt = N\ {0} = {1,2,3,...} halmaz elemeit negativ (vagy 0-nél
kisebb), illetve pozitiv (vagy 0-nal nagyobb) egészeknek nevezziik.

Az a € Z egész szam |a| abszolut értékét

la| = a, ha a >0,
| —a, ha a<0

moédon definidlva, barmely a,b € Z egészre igaz, hogy

|+ 6] < la] + 0],
|ab] = |a] [b].

Euklideszi vagy maradékos osztas Z-ben

A szamelmélet egyik legegyszeriibb, de nagyon sokszor idézett tétele a
kovetkezo.

1.1. TETEL. (A maradékos osztas tétele) Barmely a és b (# 0) egész
szamhoz egyértelmiien léteznek olyan q és r egész szamok, amelyekre

(1.1) a=bg+r é 0<r<]|b

teljesiil.

(1.1)-ben az a-t osztandénak, a b-t oszténak, a g-t hanyadosnak, mig
az r-et legkisebb nemnegativ maradéknak nevezziik.

BizoNnyiTAs. Tekintsiik az alabbi M halmazt:
M={m:m=a—-0k>0, ke€Z}.

Nyilvéanvalé, hogy M # () és M C N. Mivel N jélrendezett a < reldcié
szerint, ezért M-nek van legkisebb eleme, melyet jeloljiink r-rel, mig az
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r = a — bk egyenl6ségben a konkrét k-t ¢-val, azaz, r = a — bq. Ekkor
7 < |b], mert ha r > |b| teljesiilne, akkor

i g Jla=bg)=b>0, ha b>0,
r>r—[bl=a—bg—|b| = {(a—bq)—i—bzo, ha b<0
lenne, mely ellentmond r minimélis voltanak.

q és r egyértelmiiségét indirekt mdédon bizonyitjuk. Tegytk fel, hogy a
és b (# 0) olyan egészek, amelyekre nem egyértelmii a maradékos osztds,
azaz

a=bg +7r, 0<r <|b,
a=>bg+ry, 0<ry<|b

és q1 # q2. Kivonds utdn a
0=>0b(q1 —q2) + 71 —re, illetve |b]|g1 —q2| =|r1 — 72|

egyenldséget kapjuk. Mivel a feltevésiink szerint q; # ¢, ezért |b| |q1 — g2| >
> |b|, ugyanakkor 0 < |r; —ra| < |b|. Ez ellentmondds, tehat a ¢1 # ¢
feltevésiink hamis. Viszont a ¢ = ¢ esetén mar r| = ry is kovetkezik. m

Példa:
15=4-3+3; —15 = 4(—4) + 1;

15 = (—4)(=3)+3;  —15=(—4)4+1.

A maradékos osztds tételével kapcsolatban felvetédhet az a kérdés, hogy
sziikséges-e a legkisebb nemnegativ maradékot szerepeltetni a tételben. Nos,
ha nem ragaszkodunk a ¢ hanyados és az r maradék egyértelmiiségéhez,
akkor lehet ,,enyhébb” feltételt is szabni az r maradékra. Ha példdul az
alabbi médokon fogalmazzuk meg a tételt, akkor az egyértelmiiség méar nem
biztosithato.

1. Barmely a és b (# 0) egészhez 1éteznek olyan ¢ és r’ egészek, ame-
lyekre

a=bg +1r" és |r'| <.

(Az 1.1 Tételbeli g és r szamokkal ¢’ = ¢, v’ =r, vagy ¢/ = q+1,r =r—b.)
Példa:

13=5-2+3, 3<5;
13=5-3-2, |-2|<5.



2. Bérmely a és b(# 0) egészhez léteznek olyan ¢” és r” egészek, ame-
lyekre

b
a=0b¢" +r" é || < ’2‘
Példa:
14=4.3+2 2<2
4=4-4-2, |-2/<2.

Az euklideszi algoritmus

Legyenek adottak az a és b (# 0) egész szdmok. A maradékos osztas
tétele szerint a alakja

a =bgy+ry, ahol 0<ry <|b.

Ha r1 # 0, akkor a b és 1 egészekkel elvégezve a maradékos osztast
b=r1q1 +1r2, ahol 0<ry <mr

adddik. Ha ro # 0, akkor
ry =roqe + 13, ahol 0 <rsg <rs.

r; # 0 (i > 3) esetben hasonléan folytatva, a maradékos osztdsok aldbbi
sorozatat, az ugynevezett euklideszi algoritmust kapjuk:

a = bqy + 71, 0<r <Ib,
b:T1ql+’l“2, 0<ry <ry,
r1 = T2q2 + T3, 0 <rs <re,

(1.2)

Tn—2 = Tpn-1qn—1 + Tn,

Tn—1 = "nqn + "n+1,

0<r, <rn_i,
Tn+1 = 0.

Az osztésok soran fellép6 maradékok természetes szdmok szigortian
csokkend sorozatat alkotjdk, ezért a fenti algoritmus nem lehet végtelen
hosszu. Azaz, véges sok 1épés utdn a maradéknak (r,1) O-nak kell lennie.
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Az algoritmus hosszara konnyen adhaté az aldbbi ,,durva” becslés. Mi-
vel [b] > ry > 19 > - > 1, >0, ezért (1.2) legfeljebb |b| 1épésbél allhat.
Megemlitjiik, hogy szomszédos Fibonacci-szdmokon végrehajtott euklide-
szi algoritmus a lehetd leghosszabb, és a maradékok és a hanyadosok is
Fibonacci-szamok. (A Fibonacci-szamokat az Fy = 0, F} = 1 kezd6tagokkal
és az F, = F,_1 + Fj,—2 (n > 2) rekurziéval definidljuk.)

Példa: F; = 13 és Fz = 8 esetén

13=8-1+5,
8=5-1+3,
5=3-1+2,
3=2-1+1,
2=1-2+0.

A késébbiek szempontjabdl is fontos az aldbbi tétel.

1.2. TETEL. Legyen r,, (1.2)-ben az utolsé zérustdl kiilonbéz6 maradék.
Végtelen sok X, ésY,, egész szam létezik, amelyekre

aX, +bY, =1r,.

BizoNYiTAS. Elészor megmutatjuk, hogy minden 1 < k < n esetén
léteznek olyan xji és yi egészek, amelyekre axy + byr = .
Rendezziik at (1.2)-t az aldbbiak szerint:
n=a— bCIOa
ro =b—11q1,
r3s =T1—T292,
(1.3)
Tk—1 = Tk—3 — T'k—2Gk—2,

Tk =Tk—2 — Tk—-14k—1

T'n =Th—2 — Th—19n—1,

majd alkalmazzunk k szerinti teljes indukciét. £ = 1 és k = 2 esetben igaz
az allitas, mert

= al + b(_QO)a
ro=b—r1q1 =b— (a—bgo)q1 = a(—q1)+ b(1+ qoq1),
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azaz x1 = 1, y1 = —qo, T2 = —q1 és y2 = 1 + qoq1. Tegyiik fel, hogy k-nal
kisebb indexekre mar bizonyitottuk az allitast, azaz léteznek olyan xjp_o,
Yk—2, Th—1 €S yYp_1 egészek, amelyekre

Th—9 = QTk_2 + byg_o,
(1.4) k—2 k—2 Yk —2
Th—1 = ATk—1 + byr—1,

ahol k > 3. Igy (1.3)-bél és (1.4)-bél kapjuk, hogy

Th = Tk—2 — Fk—1Qk—1 = aTp—2 + byk—o — (axp—1 + bYr—_1)qr—1 =
=a(Tp—2 — Tp—1qr—1) + b(Yk—2 — Yr—1qr—1),

amelyben a és b egylitthatéit xp-val, illetve yi-val jelolve
rr = arg + byg.

A fentiek alapjan lathatjuk, hogy (1.3)-bél mindig nyerheté egy konkrét
T, Yn Szdmpar, amelyre ax, + by, = r,. Ugyanakkor az X,, = x,, + bt és
Y, = yn — at egészek barmely t € Z-vel szintén kielégitik az a X,, +0Y,, = r,
egyenléséget, mivel

aX, +bY, = a(x, + bt) + b(y, — at) = ax,, + by, + abt —abt =1r,,. n

Példaul a = 13 és b = 8 esetén az algoritmus és r, eldallitasa a kovet-

kez6:
13=8-1+5, 5 =13 -8,

8=5-1+4+3, 3=8-295,

5=3-1+2, =5-3,
3=2.1+1, 1=3-2,
2=1-2+40,

3=8—(13-8)=—13+8-2,
2=(13—8)— (—13+8-2)=13-2—8-3,
1=-134+8-2—(13-2-8-3)=13-(-3)+8 -5,

1=13(—3+8t)+8(5—13t), t e Z.
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Szamrendszerek

A maradékos osztas tételét alkalmazzuk akkor is, amikor egy ¢ pozitiv
egész szamot g alapd szamrendszerben irunk fel.

1.3. TETEL. Barmely c pozitiv egész szam egyértelmiien irhaté fel
(1.5) c=ng" + an_19" "+ +aig+ag

alakban, aholn, g és a; (i =0,1,...,n) természetes szamok, tovabba g > 2
rogzitett, 0 < a; <g—1(i=0,1,2,...,n) és a, # 0.

B1zONYITAS. Végezziik el az alabbi maradékos osztasokat:

¢ = gqo + ao, 0<ap<g-—1,
g0 = 9q1 + a, 0<a1 <g-1,
@1 = gq2 + az, 0<az<g-1,
(1.6)
In—2 = 9qn—1 + an-1, 0<ap-1<g-1,
Qn—1 = 9qn + an, 0<a,<g—1 és ¢q,=0.

Az (1.6) algoritmusban ¢; € N, ¢ > qo > q1 > -+ > qn_1 > qpn, ezért (1.6)
nem lehet végtelen hosszi, azaz, ¢, = 0 és ¢,—1 = a,. (1.6) utols6 sordabdl
qn—1-et az utolsé el6tti sorba helyettesitve kapjuk, hogy

Qn—2 = gap + Qp_1.

A tovébbiakban is helyettesitsiik gx-t a gx—1 = gqx+ar egyenléségbe (n—2 <
<k <1), és igy a kovetkezOt kapjuk:

G = ang" "+ ap-19"" o 4 asg +ar
Ezt az (1.6) els6 egyenléségébe helyettesitve a
¢=9gq0+ao=ang" +an 19"+ -+ arg + a
alakhoz jutunk, amely egyezik (1.5)-tel.
Az (1.5)-beli egyértelmiiséget indirekt uton igazoljuk. Tegyiik fel, hogy
a c¢(> 0) természetes szamnak két kiilonbozo, (1.5) tipusu eléallitdsa van:

(17) C:angn—kan_lgn*l_i_..._'_ao:bmgm+...+b0’
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ahol feltehetd, hogy n < m. (1.7)-bél
(18) g’angn—l +_..+a1 _ (bmgm_l _|_+b1)| — |b0 —aO’

kovetkezik. Ha (1.8)-ban a bal oldal nem nulla, akkor legaldbb g(> 2),
ugyanakkor (1.8) jobb oldala maximum g — 1. Ezért (1.8)-ban és (1.7)-ben
is ag = bo, és igy (1.7)-bé8l kapjuk a kovetkez6 egyenliséget:

glang" 24 4 az— (bpg™ P+ +bo)| = b1 — a1

A bal és a jobb oldal Gsszehasonlitasabol, hasonléan az elébb leirtakhoz,
b1 = ay kovetkezik. Ezt folytatva (1.7)-bél az ay = by, ag = bs,...,a, = b,
egyenldségekhez jutunk, azaz (1.7)-bol végiil a

Ozbmgm+"'+bn+lgn+l

egyenléséget nyerjilk. De ez a b; és g szamokra tett feltételek miatt csak
bm = bm—1 = --+ = bpy1 = 0 esetén teljesiil, és ez ellentmondés. Ezzel
bebizonyitottuk az (1.5)-beli eléallitds egyértelmiiségét. m

A rovidebb frasméd kedvéért (1.5)-6t
¢ = (anan—1--a1ao)g

alakban szokds frni, melyet a ¢(> 0) természetes szam g(> 2) alapi szam-
rendszerbeli alakjanak nevezziik, ahol a,,an_1,...,a¢ a g alapi szdmrend-
szerben hasznélt szamjegyek (0 <a; < g—1,hai=0,...,nés a, #0).

A kiilonboz6 alapi szdmrendszerben valé szamolas (6sszeadds, kivonés,
szorzds és osztés) tObb-kevesebb gyakorldssal elsajatithaté. Példdul adjuk
meg a ¢ = (124); szdm 4-es (alapi) szdmrendszerbeli alakjat. Az (1.6)
algoritmus most a koévetkezo:

igy (124)5 = (213)s.

E feladat kapcsan megjegyezziik, hogy ha egy g1 alapt szamrendszerben
felirt szamot go(> ¢1) alapi szamrendszerbe irunk &t, akkor 4j szamjegyek
bevezetése valik sziikségessé.
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Oszthatdésag Z-ben

A (Z,+,-) integritdstartomanyban az ax = b alakd egyenletek nem
mindig oldhatdék meg, illetve a b és a(# 0) elemeken végrehajtott euklideszi
osztas nem mindig ad nulla maradékot. Ha az a és b egész szamparra ez
mégis teljesiil, akkor érdemes ezt a relaciét kiilon is megvizsgdlni.

DEFINICIO. Az a egész szam osztdja a b egész szamnak (vagy b oszthaté
a-val), ha az ax = b egyenlet megoldhaté Z-ben. Ezt az a | b, mig ennek
tagaddsat az a [ b szimb6lummal jeloljik.

Az oszthatosiag mint binér reldcié rendelkezik az alabbi tulajdonsagok-
kal.

1.4. TETEL. Z-ben az oszthatdsdgi relcié
(a) reflexiv,

(b) nem szimmetrikus,

(c) nem antiszimmetrikus,

(d) tranzitiv.

B1zoNYITAS. Mivel barmely a € Z esetén az axr = a egyenletnek
megoldédsa az © = 1, ezért (a) igaz. A reldcié nem szimmetrikus, valamint
nem antiszimmetrikus volta konkrét példaval igazolhato:

példdul 5 | 10, de 10/ 5, illetve 5 | =5 és —5 | 5, de 5 # —5.

A (d) bizonyitasanal az a | b és b | ¢ feltételek szerint léteznek olyan xg
és 1o egész szamok, amelyekre

arg =bés byy = c.

Ebbol

a(zoyo) = (axo)yo = byo = ¢

miatt a | ¢ kovetkezik, azaz az oszthatdsag rendelkezik a tranzitiv tulaj-
donsaggal. m

Erdemes megfigyelni, hogy bar az oszthatdsig nem antiszimmetrikus
relacio, mégis igaz a kovetkezo allitas.

1.5. TETEL. Bdrmely a és b egész szdmra, ha a | b és b | a, akkor
la] = [b].

BIZONYITAS. a | b és b | a miatt 1éteznek olyan zy és yo egészek,
amelyekre axg = b és byg = a. Ezért

(1.9) a(zoyo) = (axo)yo = byo = a.
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Ha a # 0, akkor (1.9)-bél 2oy = 1 kovetkezik, azaz, vagy xo = yo = 1, vagy
ro = yo = —1. Ha a = 0, akkor 0xzg = b = 0 miatt szintén igaz az allitds. m

Az oszthatdsagi problémaék vizsgalatandl nem jatszik fontos szerepet a
szamok el6jele. Errdl szol az alabbi tétel.

1.6. TETEL. Bdrmely a,b € Z esetén, ha a | b, akkor a | —b, —a | b és
—a | —b.

BizoNYITAS. Mivel a | b, ezért azy = b valamely z € Z-re. De ekkor a
—b =a(—xp), b = (—a)(—xg) és —b = (—a)xo egyenléségek szintén igazak,
és igy a tétel allitdsa is. m

DEFINICIO. A (Z,+,-) integritdstartomédny 1 egységelemének osztoit
egységeknek nevezziik.

DEFINICIO. Az a egész szdmot b egész szadm asszocidltjanak nevezziik,
ha van olyan e egység, amellyel ae = b. Ezt az a ~ b szimbélummal jeloljiik.

fgy az egész szamok halmazdban nyilvanvaléan két egység van, és ezek
a +1 egészek. Tovabbd a és b pontosan akkor asszocidltak, ha |a| = |b|.
Lathatd, hogy az 1.5. és 1.6. Tétel az asszocidltsag segitségével is megfogal-
mazhato lenne.

Az asszocidltsiag segitségével értelmezziik a valddi, illetve a trividlis
oszt6 fogalmat.

DEFINICIO. Legyenek a és b(# 0) egész szdmok. Ha a | b és se a ~ 1,
se a ~ b nem teljesiil, akkor a-t a b valédi osztdjanak, ellenkezd esetben
trividlis osztdjanak nevezziik.

E definici6 szerint a +1 egészeknek csak két trividlis osztdja (1) léte-
zik, mig valédi oszt6juk nincs. Barmely a € Z\ {—1,0, 1} egésznek pontosan
négy (1, +a) trividlis osztéja van.

A kovetkezékben megvizsgédljuk, hogy milyen kapcsolat van az osztha-
tésédgi relacid és a (Z, +, -) integritastartomany miiveletei kozott.

1.7. TETEL. Bédrmely a,b,c,d € Z-re

(a) haa|bésa|c, akkora | (b+ c);

(b) ha a | b és c | d, akkor ac | bd.

(Az (a), illetve (b) tulajdonsdgokat az oszthatésdg additiv, illetve mul-
tiplikativ tulajdonsdgénak nevezziik.)

BiZONYITAS. Az (a) részben a feltétel szerint léteznek olyan g, yo
egészek, amelyekre
arg=0b és ayy=c.
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Ebbdl 6sszeadéssal az
a(xg +yo) =b+c

egyenldséget kapjuk, azaz a | (b+ ¢).
A (b) rész feltétele szerint léteznek olyan xg, yo egészek, amelyekre

axg=b és cyyg=d.
Ebbdl az oldalak Osszeszorzasaval kapjuk az
ac(zoyo) = bd

egyenl6séget, azaz ac | bd. m

Az 1.4. és 1.7. Tételek kovetkezményeként bizonyithaté az aldbbi, fela-
datmegoldaskor gyakran alkalmazott tétel.

1.8. TETEL. Haa | a; (i =1,2,...,n), akkor
al(crar + coaz + -+ + cpan),

ahol c1,ca, . .., ¢, tetszbleges egész szamok. (A ciay+coaz+- - -+ cpa, Ossze-
get az ay,as, ..., a, egészek linedris kombindcidjanak is szokds nevezni.)

BIZONYITAs. Az 1.7. Tétel (b) pontja szerint, 1 | ¢; és a | a; miatt,
alca; (i=1,2,...,n). Az 1.7. Tétel (a) pontjanak ismételt alkalmazasaval
kapjuk, hogy a | (cia1 + -+ chay,). B

Kiilon is érdemes kiemelni a (Z,+,-) struktira nevezetes elemeivel
kapcsolatos oszthatésagi tulajdonsagokat.

1.9. TETEL. Barmely a € Z-re igaz, hogy
(a) a | 0;
(b) 0| a akkor és csak akkor, ha a = 0;

(c) az e egész szam akkor és csak akkor osztéja barmely a egésznek, ha
e=+1.

B1zoNYITAS. Mivel az axz = 0 egyenletnek minden a € Z-re x = 0
megoldasa, ezért (a) igaz.

A (b) Allitasban 0 | @ miatt 0xp = a valamely z¢ € Z-re, azaz a = 0.
Ugyanakkor 0 | 0, mert a 0z = 0 egyenlet megoldhaté Z-ben.

A (c) allitdsban ha e | a barmely a egész szamra, akkor specidlisan
e | 1 is teljesiil, azaz e = +1. Ugyanakkor £1 | a valéban teljesiil minden
a € Z-re. n
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Az osztdk nagysagara és szamara vonatkozik az aldbbi tétel.

1.10. TETEL. Bdrmely a és b(# 0) egész szamra igaz, hogy
(a) ha a | b, akkor |a| < |b|;
(b) b-nek véges sok osztéja van.

BizoNYITAS. Mivel b # 0 és a | b, ezért van olyan z¢ € Z, amelyre
arg = b és |rg| > 1. Igy
6] = [al [zo] = |al,

tehét (a) igaz. Ugyanakkor, az (a) részbél mér kovetkezik, hogy b minden
osztdja a [—b, b] intervallumban van, azaz szamuk csak véges lehet. m

DEFINICIO. A 2-vel oszthaté egészeket parosnak, a 2-vel nem oszthatd-
kat pedig paratlannak nevezziik. Ha a és b mindkett6je paros vagy mindket-
té paratlan, akkor azonos paritasuaknak nevezziik 6ket. Ellenkez& esetben
kiilonboz6 paritasiak.

Oszthatdségi feladatok megoldasakor sokszor alkalmazzuk az alabbi
Osszefiiggéseket:
Barmely n € N\ {0} és a,b € Z-re

(a) a® = b" = (a—0) (a”’l +a" 24 a2+ b"’l) miatt
(@a—0) | (a" = b");
(b) a®® — b?" = (a? — b?)(a?""2 + a®*7*b% + - - - + b2~ 2) miatt
(a® = %) | (@™ = b*");
(¢) a® Tt 402" = (a+b) (a® —a® 1o+ - — ab® ! + b*") miatt

(a+1b) | (@420,

Legnagyobb k6z6s oszto

A legnagyobb kozos oszté definiciéja a legnagyobb és a kiozés jelzok
pontositasabdl all.

DEFINICIO. Az a és b(# 0) egész szamok legnagyobb kozos osztGjanak
neveziink egy d egész szamot, ha
1. d koz6s 0szt6, azaz d | a és d | b;
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2. d a legnagyobb abban az értelemben, hogy a és b barmely d’ kozos
osztdjanak tobbszorose, azaz, ha d' | a és d' | b, akkor d’ | d.

A definicié kapcsan azonnal felvetheto az egyértelmiiség kérdése.

1.11. TETEL. Ha az a és b(# 0) egészeknek létezik legnagyobb kiozos
osztoja, akkor az asszocialtsag erejéig egyértelmiien maghatarozott.

BizoNyiTAs. Tételezziik fel, hogy d; és dy is kielégiti a fenti definicidt.
Ekkor d; | dg és da | di, melyb6l az 1.5. Tétel szerint |dq| = |da| kovetkezik,
azaz d1 ~ dg. | |

E tétel szerint, ha d az a és b(# 0) elemek legnagyobb kozos osztdja, ak-
kor —d is az. A d és —d kozil a pozitivat (a, b)-vel szokds jelolni. Ugyanakkor
az is igaz, hogy ha a ~ a; és b ~ by, akkor (ai,b1) = (a,b). Ezért a tovabbi-
akban, ha (a,b) legnagyobb kozos 0sztérol beszéliink, feltételezhetjiik, hogy
ae€Nésbe N\ {0}

Ezek utan bizonyitjuk a legnagyobb ko6zos oszt6 1étezését.
1.12. TETEL. Bdrmely a és b(# 0) természetes szamnak van legnagyobb
kézos osztdja, és b | a esetén (a,b) = r,, ahol r, az a és b egészeken

végrehajtott euklideszi algoritmus utolsé zérustdl kiilonbozé maradéka, mig
b | a esetén (a,b) =b.

BizoNyiTAs. Tekintsiik b/ a esetén az

a=bgo + 11, 0<r <|b,
b=riq1 + ro, 0<ry <ry,
r1=T2q2 + T3, 0<rz <y,
(1.10)
Tn—2 = Tpn-1qn—1 + Tn, 0< Tn < Tp—1,

Tn-1="nqn +0
algoritmust. (1.10) soraival visszafelé haladva lathatd, hogy
Tn | Tne1, T™n | Tne2y «ovy, Tn |71, T |bés Ty |a,

azaz r, kozos osztéja az a és b egészeknek. Most tegyiik fel, hogy d’ | a és
d' | b. (1.10) soraival fentr8l lefelé haladva kapjuk, hogy

dlry, d|ry, ..., d |rp_qésd |rp,
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tehdt a legnagyobb kozos oszté definiciéja miatt valéban (a, b) = r,. Ugyan-
akkor b | a esetén (a,b) = b nyilvanvalé. m

Erdemes kiilén kiemelni, hogy az 1.2. Tétel és a most bebizonyitott
1.12. Tétel szerint végtelen sok X,,,Y,, egész létezik, amelyre

aX, +bY, = (a,b),

azaz (a,b) el6éllithaté az a és b egészek linedris kombinécidjaként.
A tovabbiakban a legnagyobb kozos oszté tulajdonsigaival foglalko-
zunk.

1.13. TETEL. Bdrmely a,b(# 0), ¢ természetes szdmra igazak az aldb-
biak:

c) (b,b) = b;
)e = (ac, be), ha ¢ # 0;
e) (a,b) = b akkor és csak akkor, ha b | a;
f) (a,b) = (a + kb, b), ahol k € Z.

BizoNYITAs. Az (a), (b) és (c) 4llitdsok a legnagyobb kozos oszté defi-
nicidja alapjan konnyen bizonyithaték. A (d) rész bizonyitdsdhoz tekintsiik
(1.10)-et, melynek minden sorat c-vel szorozva az aldbbiakat kapjuk:

oL
~—
—
8

=

ac = begy + cry, 0 <crp < cb,
bc =criqq +cre, 0<cry <ecry,

(1.11)
Crn—1 = Crndn.

De (1.11) azonos az ac és be elemeken végrehajtott algoritmussal, ezért az
1.12. Tétel szerint
(ac,bc) = cry, = c(a,b).

Az (e) allitas nyilvanvald, ezért nem igényel részletes bizonyitdst. Az (f) rész
igazoldsa szintén (1.10) segitségével torténhet. Mivel (1.10) els6 sorabol

a+kb=>blgo+k)+r;, 0<r;<b

adddik, ezért az a + kb és b egészeken végrehajtott euklideszi algoritmus
utolsé zérustol kiilonbozé maradéka azonos az (1.10)-beli r,-nel, azaz

(a + kb,b) =1, = (a,b). m
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Az elébbi tétel (b) allitdsa lehetdséget ad véges sok egész szam legna-
gyobb koz0s osztdjanak alabbi rekurziv definicidjara.

DEFINICIO. Az ay,az, ..., a, egész szamok (ay, az, . . ., a,)-nel jelolt leg-
nagyobb kozos osztéja alatt értjik n > 3 esetén az

(alaa2v cee ’an) = ((CL176L2, cee aan—l) 7an)

pozitiv egész szamot.

E definici6 alapjan n egész szam legnagyobb ko6zos osztdjanak megha-
tarozasa visszavezethetd két egész szam legnagyobb kozos osztdja meghata-
rozésara alkalmas algoritmus n — 1-szer valé elvégzésére. Igaz az aldbbi tétel
is.

1.14. TETEL. Az ay,as,...,a, egészek legnagyobb kozds osztdja ki-
fejezhetd az aq,as, ..., a, egészek linearis kombinacidjaként, azaz léteznek
olyan x1,xo,...,x, egészek, amelyekkel

(a1,a2,...,an) = @121 + aga + -+ + apTp.

BizoNYIiTAS. Az (a1, as,...,a,) definiciéja alapjin, n szerinti teljes
indukciéval konnyen elvégezheto a bizonyitas, ezért részletezésétdl eltekin-
tink. m

Példaként allitsuk el6 40, 24 és 5 legnagyobb kozos osztdjat 40, 24 és 5
linearis kombindciéjaként:
40 =24 -1+ 16, 16 = 40 — 24,
24 =16-1+4+38, 8 =24 — 16.
16=8-240,

Ez alapjan
(40,24) = 8 = 40(—1 + 24k) + 24(2 — 40k), k€ Z.

Mivel (40,24,5) = ((40,24),5) = (8,5), ezért meghatdrozzuk (8,5) linedris
kombinécids eldallitasat:

8=5-1+3,  3=8-5,

5=3.-14+2, 2=5-3,  2=-8+5.2,

3=2.141, 1=3-2, 1=8-5+8-5-2=8-2+5-(-3).
2=1-240,
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fgy
(8,5) = 1= 8(2 4+ 5t) + 5(—3 — 8t), t e Z.

Tehdt (40, 24,5) = 1 = 40(—1+24k)(2+5t) +24(2—40k) (2+5t) +5(—3—8t),
k,t € Z.

Foglalkozzunk most azzal az esettel, amikor (ai,as,...,a,) = 1.

DErINic1O. Ha (ay,as,...,a,) = 1 (n > 2), akkor az a,as,...,a,
egészeket relativ primeknek nevezziik. Ha (a;,a;) = 1 barmely 1 <i < j <n
esetén, akkor paronként relativ prim egészekrol beszéliink.

Nyilvanvald, hogy paronként relativ prim egészek relativ primek is, de
ennek forditottja nem feltétleniil igaz.

Relativ prim szampar el6allitasarodl szl a kovetkezo tétel.

1.15. TETEL. Bdrmely a,b(# 0) természetes szdmra

(@ am) !

BizoNYITAs. Az 1.13. Tétel (d) &llitdsa szerint

((a?b)’ (aljb)> (a,b) = (a,b),

() )

Mivel (a,b) > 1, ezért igaz a tétel dllitasa. m

1.16. TETEL. Legyen a(# 0),b,c € N. (a,b) =1 és (a,c) = 1 akkor és
csak akkor teljesiil, ha (a,bc) = 1.

ahonnan

BizoNYIiTAS. Az 1.13. Tételt alkalmazva kapjuk, hogy ha (a,b) =1 és
(a,c) =1, akkor

(a,bc) = ((a,ac),bec) = (a, (ac,be)) = (a, (a,b) c) = (a,c) = 1.

Miésrészt ha (a,bc) = 1 és példaul (a,b) = d > 1, akkor a = a1d és b = bid
(a1 (75 0), b, € N) miatt

(a,bc) = (a1d, bidc) = d(a1,bic) > d > 1,
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amely ellentmond (a,bc) = 1-nek. m
A kovetkezd tétel altalanositott primtulajdonsag néven ismert.

1.17. TETEL. Legyen a (# 0), b,c € N. Ha a | be és (a,b) = 1, akkor
alec.

BizoNYITAS. Itt is az 1.13. Tétel allitasait alkalmazva kapjuk, hogy

(a,c) = (a,(a,b)c) = (a, (ac,bc)) = ((a,ac),bc) = (a,bc) = a,
mivel a feltétel szerint (a,b) = 1 és a | be. Ugyanakkor a kapott egyenléség
szerint (a,c) = a, azaz a | c. B

1.18. TETEL. Legyen a(# 0),b,c € N. Haa | b, ¢ | b és (a,c) = 1, akkor
ac | b.

B1zoONYITAS. Az 1.13. Tétel és a feltételeink szerint

(ac,b) = (ac,b(a,c)) = (ac, (ba,be)) = ((ac, ba),bc) =
= (a(c,b),bc) = (ac,be) = (a,b)c = ac,

amely ekvivalens ac | b-vel. m
Legkisebb ko0zos tobbszoros

A legkisebb kozos tobbszorods definiciéjat a legnagyobb kozos osztd de-
finfcidjahoz hasonléan adjuk meg.

DEFIN{CIO. Legyen a,b € Z\ {0}. Az a és a b legkisebb kozos tobbszo-
rosének neveziink egy m egész szamot, ha

(a) m kozos tobbszoros, azaz a | m és b | m

(b) m ,,legkisebb” abban az értelemben, hogy a és b barmely m’ kozos
tObbszorosének osztéja, azaz, ha a | m’ és b | m’, akkor m | m’.

Elsoként vizsgaljuk az egyértelmiiség kérdését.

1.19. TETEL. Ha az a,b € Z \ {0} egészeknek létezik legkisebb kozds
tobbszérose, akkor az asszocialtsag erejéig egyértelmiien meghatarozott.

Bi1zoNYITAS. Tegyiik fel, hogy my és my legkisebb kozos tobbszorose az
a és b egészeknek. Ekkor a definicié alapjan my | mg és mo | my is teljesiil,
amelybél az 1.5. Tétel alapjdn |mq| = |me|, azaz mq ~ ma. 0

A most bizonyitott tétel szerint, ha m legkisebb kozos tobbszorose az a
és b egészeknek, akkor —m is az. E kett6 koziil a pozitivat [a, b]-vel jeloljik.
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Ugyanakkor az is igaz, hogy ha a; ~ a és by ~ b, akkor [a1, b1] = [a, b]. Ezért
a tovabbiakban [a, b] esetén feltételezziik, hogy a,b € N\ {0}.

Ezek utan bizonyitjuk a legkisebb ko6z0s t6bbszoros 1étezését.

1.20. TETEL. Bdrmely a, b pozitiv egész szdmnak van legkisebb kozos

tobbszérése, és
ab

(a,b)"

[a’ b] =

BizoNYITAs. Mivel (a, b) 1étezését mar bizonyitottuk (1.12. Tétel) és

b a
—— . illet b|b—r
a|a(a’b), illetve | (@)

ezért az (“b valéban kozos tobbszorose a-nak és b-nek. Legyen m' az a és

a,b)
b egy tetszOleges kozos tobbszorose, azaz

(1.12) ac=m' és bd=m'

valamely ¢,d € N-re. (1.12)-b6l az ac = bd kovetkezik, amelybél (a, b)-vel
val6 osztds utan az
a b

C =

(a,b) (a,b)

egyenléséget kapjuk. (1.13)-bdl 1lathatd, hogy

d

(1.13)

ezért

a B b
(a,b)f:d és mh:c

valamely f,h € N-re. (1.14)-et (1.12)-be helyettesitve kapjuk, hogy

(1.14)

ab o
(a,0) 17
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azaz (a b)

Megemlitjiik, hogy a tétel bizonyitdsabol (a,b) = 1 esetén [a,b] = ab
kovetkezik.

A tovabbiakban a legkisebb ko6zos tobbszoros tulajdonsagaival foglal-
kozunk.

1.21. TETEL. Bdrmely a, b, ¢ pozitiv egészekre igazak az aldbbi tulaj-

donsagok:
(a) [a,b] = [b, al;
(b) [la, 0], ] = la, [b, c]};
() [a,a] = a;
(d) [a,b]e = [ac, be];
(e) [a,b] = b akkor és csak akkor, ha a | b.

BizoNyiTAs. A (b) pont kivételével valamennyi allitas konnyen bi-
zonyithaté az elozod, illetve a legnagyobb kozos oszté tulajdonsigait taglalo
1.13. Tétel alkalmazasdval. Példaul a (d) bizonyitadsat részletezve:

ab abc? acbe

T (@0 @be  (ac bo)

[a, b]c

= lac, bc].

A (b) allitas a kovetkez6képpen bizonyithatd. Legyen [[a,b],c] = my
s [a, [b,c]] = mo. Ekkor a legkisebb kozos tobbszoros definicidja alapjan
[a,b] | m1 és ¢ | mq, amibdl viszont a | mq, b | my és ¢ | my kovetkezik.
Ezért, szintén a definicié miatt [b,c] | m1 és a | mq, gy [a,[b,c]] = mo
osztdéja mi-nek. Hasonléan lathaté be, hogy mq | ma, viszont mo | my és

my | ma-b6l my = mo kovetkezik. m

Az 1.21. Tétel (b) allitasa alapjdn véges sok egész szam legkisebb k6zos
tObbszorose definicigjat az aldbbi rekurziv médon adhatjuk meg.

DEFINICIO. Az a1, as,. .., a, nemzérus egész szamok [ay, az, . . ., a,]-nel

jelolt legkisebb ko6zos tObbszorosén értjiik n > 3 esetben az

[ala as, ..., an] = Hahan cee 7an71}7 an]
pozitiv egész szdmot.
Felhivjuk az olvasé figyelmét arra, hogy altalaban

a1a2. . .an

_ 002 s gy
(al,ag,...,an) ( - )

[a1,a2,...,a,]
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ugyanakkor bizonyithatd, hogy

a1a2. . .an

[a1,a2,...,a,] =
(agas---an,a1a3 - Ap,...,0102 - Ap_1)

igaz minden n > 2 esetén.

Irreducibilis és primszamok,
a szamelmélet alaptétele

A szamelméletben alapvetd szerepet jatszé fogalmakat fogunk defini-
alni.

DEFINICIO. A 0-t6] és +1-t8l kiilonbozd p egész szédmot irreducibilis-
nek (vagy felbonthatatlannak) nevezziik, ha nincs valédi osztéja, azaz ha

a € Z és a | p, akkor vagy a = +1, vagy a = +p. Ellenkezd esetben p-t
reducibilisnek (vagy Osszetettnek) nevezziik.

DEFINICIO. A 0-t6l és £1-t6l kiillonbozé p egész szdmot primnek ne-
vezzik, ha az valahanyszor osztéja egy szorzatnak, mindannyiszor osztdja a
szorzat legaldbb egyik tényez6jének, azaz ha a,b € Z, p | ab, de p [ a, akkor

p|o.

Kiilon felhivjuk az olvaso figyelmét arra, hogy definicidink szerint a 0
és a +1 egész szamok se nem irreducibilisek, se nem reducibilisek és nem is
primek.

Mélyebb szamelméleti tanulmanyokat folytatva kénnyen adhaté példa
olyan integritastartomanyra, ahol az irreducibilis és prim fogalmak nem
fedik egymadst, de az dltalunk vizsgalt (Z, +, -)-ban bizonyithaté a kovetkezd
tétel.

1.22. TETEL. A (Z, +, ) integritdstartomdnyban az irreducibilis egészek
és a primek egybeesnek, azaz a p egész szam akkor és csakis akkor irre-
ducibilis, ha prim.

BizoNYITAs. Legyen p irreducibilis egész és tegyiik fel, hogy p | ab de
p | a. Megmutatjuk, hogy akkor p | b, azaz p prim. Mivel p irreducibilis és
p/ a, ezért (a,p) = 1. Igy azt kaptuk, hogy
plab ¢ (a,p) =1,

amelybdl az dltalanositott primtulajdonsag (1.17. Tétel) szerint p | b kovet-
kezik.
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Legyen most p prim és tegyiik fel indirekt médon, hogy p nem irre-
ducibilis, azaz, p = ab, jéllehet sem a, sem b nem +1. Mivel p prim, ezért
p | a vagy p | b. Feltehetd, hogy példaul p | a. Ugyanakkor p = ab miatt a | p
is igaz, és ezért p ~ a, tehat b mégis vagy 1, vagy —1. Az ellentmondésbdl
p irreducibilis volta kovetkezik. m

E tétel alapjan az irreducibilis és prim fogalmak minden tekintetben
egyenértékiiek, azaz, szinonimakként hasznélhaték a (Z, +, -) integritdstar-
tomanyban.

A kovetkezo tételt szokds a szamelmélet alaptételének, illetve az egyér-
telmi irreducibilis faktorizacid tételének is nevezni.

1.23. TETEL. Bdrmely 0-tdl és £1-t6l] kiilonboz8 egész szam véges sok
irreducibilis (prim) szam szorzatara bonthaté és ez a felbontés a tényezok
sorrendjétdl és egységtényezbktdl (elbjelektdl) eltekintve egyértelmii. (Jelen
esetben az egytényezls szorzat is megengedett, és az magat az egész szamot
jelenti.)

Ha az egységtényeziket figyelmen kivil hagyjuk, akkor a szamelmélet
alaptételét az alabbi mddon is megfogalmazhatjuk.

1.24. TETEL. Miden n > 2 természetes szam sorrendtdl eltekintve
egyértelmiien allithaté el6 véges sok primszam szorzataként, ahol primsza-
mokon a pozitiv primeket értjiik és az egytényezls szorzat is megengedett.

A szamelmélet alaptételének fenti két megfogalmazasa kozil nyilvan-
valbéan elengedd az egyiket bizonyitani. Mi az 1.24. Tételt bizonyitjuk.

BizoNYITAS. Elészor teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy a kivant szor-
zateloallitas 1étezik. Mivel n = 2 primszam, ezért a tétel igaz n = 2-re.
Tegyiik fel, hogy minden k természetes szam felbonthatd véges sok primszam
szorzatéra, ha 2 < k < n—1. Ha n primszdm, akkor az (egytényezds) szorza-
teldallitasa adott. Ha n Osszetett, akkor 1éteznek olyan n; és ny természetes
szamok, amelyekre n = ning, 2 < ny < n és 2 < ny < n. De indukcids
feltevésiink szerint ny és no is eléallithatd véges sok primszam szorzataként,
s ezért igaz az allitdis n = nyns-re, illetve tetszoleges n > 2 természetes
szamra.

A felbontas egyértelmiiségét indirekt modon igazoljuk. Tegyiik fel, hogy
létezik olyan n > 2 természetes szam, melynek két kiilonb6z6 primtényezds
felbontdsa van, azaz

(1.15) n =pip2-- Pk = q192 - - - G,

ahol feltehet, hogy k < t. Mivel p; primszam és p1 | qigz - - - ¢+, ezért p1 | g
valamely 1 < j < t-re. Feltehetjiik, hogy j = 1, azaz, p; | ¢1. De a ¢4
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primszam irreducibilis voltabdl kovetkezik, hogy p1 = q1. fgy (1.15)-bél a

(1.16) Pap3 - Dk = q2q3 - Q1

egyenlGséget kapjuk. Hasonléan érvelve kapjuk, hogy ps = g2, ps = g3, ...,
Pr = qr- (1.16)-bdl igy az

1= qri1qpy2- - q

egyenlGséget nyerjiik, amely ellentmondéas ha k < t. Ezért k = t, és igy
(1.15)-ben a ,,két” primtényezés felbontds azonos. m

Han > 1 és az n = pips---pr primtényezés felbontasban az azonos
primtényezoket egy hatvanyba foglaljuk 6ssze, akkor az n természetes szam

alakban is irhatd, ahol p1, pa, ..., p, kiillonbozé primszdmok és ai, as, ... a;
pozitiv egész szamok. Az m szdm (1.17)-beli alakat szokds n kanonikus
alakjanak is nevezni. Néha, praktikussagi okokbdl olyan primszamokat is
szerepeltetiink az n primtényezos felbontasaban, amelyek ténylegesen nem
oszt6i n-nek. Ekkor az n természetes szam (1.17)-beli alakjdban «; > 0.
Nyilvanvalé, hogy ha n = pi'p5?---p% (a; > 0) alakban irhaté és
d | n, illetve n | m, akkor a d és m természetes szamok primtényezds fel-

bontasa

d:pf1p§2p£7 és m:p’rlp;Qp;{t

alaki, ahol 0 < 3; < oy, illetve 0 < a; <, (i =1,2,...,7), tovabba t > r
és v; > 0 ha j > r. Ha az n és m természetes szam

no=pdpszplr b om=ppd - pP (e >0, B >0)

primtényezos alakkal rendelkezik, akkor — mint kénnyen igazolhatéo —

(n7 m) _ prlnin{ahﬁl }p;nin{amﬁﬂ’ . _p;nin{ar,ﬁr}’
[7’L, m] _ prlrlax{a17,31 }p;rlax{azﬂz} . 'p?nax{aT,Br}_

A késébbiek szempontjabdl fontos a kovetkezd két tétel.

1.25. TETEL. Legyen m,n,d € N\ {0}. Ha (m,n) =1 és d | mn, akkor
léteznek olyan dy,ds pozitiv egészek, amelyekre dy | m, dy | n, d = dydy és
(dy,ds) = 1.
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B1zoNYITAS. Legyen m és n primtényezds alakja
m=pps?pdr b n=ql'dy g,

ahol a; > 0, 8; > 0 és q; # p; egyetlen i és j indexre sem, mert (m,n) = 1.
Mivel d | mn, ezért az el6z6ek alapjian

w01 0 )
d=p'py* - pl g 2% - g3t

ahol 0 <v; < és0<0; <B; (1 <i<r, 1<j<t). Legyen

V1,72 - ‘ _ 6 0 )
di =pi'py?--plm b da=¢q"q’ - qpts

igy d = dyda, dy | m, da | n és nyilvan (dy,d2) =1. m
1.26. TETEL. Legyen k € N\{0}. Ham = n* = mymy és (m1,ms) = 1,

akkor léteznek olyan ny és ny természetes szamok, amelyekre m; = n¥ és
mo = Tlg

B1zoNYITAS. Legyen n primtényezds alakja

aq 2

n=pypy®-prT,
ahol a; > 0, p; # pj, ha i # j, és igy
ka1 k?ag kOér

m:nk:pl p2 pr

Mivel (my, mg) =1 és mymo = m, ezért feltehetd, hogy

_kay ka ko 4 _ ka1 kaggo ko,
my=py Py C Dy €S M2 =Dy Do o Pr
amelybdl
N e 2 TN 2> a 7 01 Opt2 (o758
Ny =py'Py’ Pyt €S N2 =Py Py oD

jeloléssel my = n¥ és mo = nk adédik. m

Jollehet kiilon fejezetben (7.) foglalkozunk a primszamok elméletével,
mégis célszertt néhany alapvetd tényre mar itt is kitérni.

ElsOként vizsgaljuk meg, hogyan donthet6 el egy n > 2 egész szamrdl,
hogy primszam-e, vagy Osszetett, illetve hogyan hatdrozhaték meg az n-nél
nem nagyobb primszamok.

28



1.27. TETEL. Ha az n > 2 természetes szamnak nincs /n-nél nem
nagyobb primszam osztoja, akkor n primszam, azaz, minden Osszetett ter-
mészetes szamnak van négyzetgyokénél nem nagyobb primosztdja.

Bi1zONYITAS. Legyen n egy Osszetett szam és legyen p a legkisebb prim-
osztéja. Ekkor n = pm, ahol m > p. Ezért n > p? és p < /n, tehit a
legkisebb primoszt6 valéban legfeljebb /n. m

Az adott n > 2 természetes szamndl nem nagyobb primszamok meg-
hatarozasara szolgal az tgynevezett eratosztheneszi szita modszere. Ehhez
novekvo sorrendben felirjuk 2-t6] n-ig a természetes szamokat, majd beke-
retezzilk a 2-t és kihtizzuk 2 minden tobbszorését. Ezutan bekeretezziik a
legkisebb nem kihuzottat (jelen esetben a 3-at) és kihtuzzuk ennek minden
tobbszorosét. A bekeretezést legfeljebb /n-ig folytatva és a tobbszorosoket
mindig kihtzva, az 1.27. Tétel szerint pontosan az n-nél nem nagyobb pri-
mek lesznek bekeretezve, illetve nem kihizva. Az elmondottakat az alabbi
tablazattal mutatjuk be n = 30 esetén:

7 A
1k 13 Wk ¥k 17’19 0
N 2 23 A4 H w7 R 29 30

Természetesen, nagy n-re a fenti szita mdédszer meglehetésen nehézkes.

Ezt a fejezetet a kovetkezd tétellel zarjuk.
1.28. TETEL. Végtelen sok primszdm van.

Bi1zONYITAS. Erre a tételre szdmos bizonyités ismert a szamelméletben
(lasd 7. fejezet). Ezek koziil a legismertebb az aldbbi, Euklidészt6l szarmazo
indirekt bizonyitas. Tegyiik fel, hogy véges sok primszam létezik és ezek
P1,D2,---,Pn (n > 1). Tekintsiik az

m=pipz--pp+1

természetes szamot. Nyilvanvald, hogy m > 1 és p; [ m (i = 1,2,...,n).
fgy az m > 1 természetes szdmnak nincs primosztdja, amely ellentmond
a szamelmélet alaptételének (1.24. Tétel). Mivel az indirekt feltevés ellent-
mondashoz vezetett, ezért igaz a tétel allitasa. m
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Feladatok

1. Végezziik el az Osszes lehetséges euklideszi osztast az a és b egésze-
ken, ha a = 483 és b = +19.

2. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az a és b egészeken, majd
az utolsé zérustdl kiillonb6zo maradékot allitsuk el6 a és b linedris kombina-
cidjaként, ha a = 68 és b = 42.

3. Bizonyitsuk be, hogy
1947 | (46™ + 296 - 13™),

ahol n paratlan természetes szam.

4. Igazoljuk, hogy
80 | abe(a® — b*)(b* — c)(¢* — a?),

ahol a, b és ¢ egész szamok.

5. Bizonyitsuk be, hogy 2% | (n!?®* — 1), ha n paratlan természetes
Szam.

6. Bizonyitsuk be, hogy 81 | (10"(9n — 1) + 1), han € N.
7. Bizonyitsuk be, hogy

6n+42
22

19 | ( +3),

ahol n € N.

8. Legyen a = 52, b = 182 és ¢ = 1352. Fejezziik ki a, b és c egészek
legnagyobb koz0s osztdjat a, b és ¢ linearis kombinacidjaként.

9. Legyen n € N. Bizonyitsuk be, hogy (n!+1,(n+ 1)! 4+ 1) =1.
10. Legyen m,n € N és m péaratlan. Igazoljuk, hogy

(2™ —1,2" +1) = 1.

11. Legyen a, b és ¢ € N\ {0}. Bizonyitsuk be, hogy

abce

bc]=———.
l2,,¢] (ab, ac, bc)
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k
12. Bizonyitsuk be, hogy > % soha sem egész szam.
n=2

k
13. Bizonyitsuk be, hogy > 2n1+1 soha sem egész szam.
n=1

14. Legyen n > 2 természetes szam. Igazoljuk, hogy

n! = H pi:l vt y
2<p<n
ahol p primszam, és [x] az x egész részét jeloli.
15. Oszthaté-e 7-tel az (1500000) binomialis egytitthat6?

16. Melyek azok az n természetes szamok, amelyek esetén nl-nak a
10-es szamrendszerbeli alakja legalabb 200, és maximum 210 darab nullara
végzodik.

17. Legyen p primszam. Bizonyitsuk be, hogy minden k-ra (0 < k < p)

pl ()
18. Legyen p > 3 primszdm. Igazoljuk, hogy minden k-ra (1 < k <

<p-1)
p—1 p—1
Pk -1 kv1))
19. Legyen m € N\ {0}, n = 2™. Bizonyitsuk be, hogy (Z) paros

minden k egészre, ha (1 <k <n—1).

20. Legyen a; € N (i = 1,2,...,n). Bizonyitsuk be, hogy
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2. Test folotti polinomgytiriik,
euklideszi gytirik

Az el6z6 fejezetben attekintettikk a (Z,+,-) integritdstartomanyban
definidlt elemi szamelméleti fogalmakat és az alapvetd tételeket. Most egy
djabb integritastartomanyban, az ugynevezett test folotti polinomgytirik
korében értelmezziik az els6 fejezetbeli szamelméleti fogalmak polinomokra
vonatkozé megfeleldit.

DEFINiCIO. Legyen (T,+,:) egy (kommutativ) test. A T test f6lotti
egyhatarozatlani polinomon értjiik és f(x)-szel jeloljiik az

(2.1) f(z) = ans™ + ap_ 12"+ a1z + ag

formélis sszeget, ahola; € T (i =0,1,2,...,n) és x pedig egy hatarozatlan.

A definicidban szerepld , hatarozatlan” elnevezés arra utal, hogy az x
nem valtozo, azaz nem futja be egy adott halmaz elemeit. Ellenkez6 esetben
f(z)-et az adott halmazon értelmezett polinomfiiggvénynek nevezziik. Az x
hatarozatlant célszerli olyan szimbdélumnak tekinteni, amelynek képezhetjik
a nemnegativ egész kitevojli hatvanyait és ezen hatvanyoknak T-beli ele-
mekkel vald szorzatat.

DEFIN{CIO. A (2.1)-beli f(z) polinom f°-rel jelolt valédi fokszdma n,
ha a, # 0. Ha a,, = 0, akkor n az f(x) formalis fokszdma. Szokds az a,-et
f(x) féegytitthatéjdnak, mig a,, = 1 esetben f(x)-et f6polinomnak nevezni.

Ebbdl a definiciébdl kovetkezik, hogy a T test zérustdl kiillonbozo ele-
meinek (f(z) = ag # 0) valédi fokszama nulla, mig a T test zéruselemének
— az f(x) = ag = 0 zéruspolinomnak — nincs valddi fokszama. E ,,hidnyos-
sagot” konnyen megsziintethetjiik a kovetkez6 mdédon.

DEFINICIO. A (2.1)-beli f(z) polinom f°°-rel jelolt médositott foksza-
man értjik az

Foo — 2/° ha f(x) nem a zéruspolinom,
0, ha f(z) a zéruspolinom

természetes szamot.

A valédi, illetve a moédositott fokszamok definiciéjabdl nyilvanvald,
hogy f° = g° akkor és csak akkor, ha 1 < f°° = ¢°° illetve f(x) = 0
akkor és csak akkor, ha f°° = 0. Igy példaul a Q {6lotti

f(z) =025 +32* + 223 — 2% — 6
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polinom esetén a formalis fokszam 5, a valédi fokszam f© = 4 és a mddositott
fokszam f°° = 24,
A tovabbiakban bevezetjik a

T[x] = {h(z): h(z) a T test f6l6tti polinom}
jelolést. Legyen f(z), g(z) € T[z],

f(@) = ana™ + ap_12" "' + - + a12 + ag,

(2.2) )
g(x) =bpx™ + b1+ o+ bpa™ + - by + b,

ahol b, = b,_1 = -+ = b1 = 0, mivel feltehetd, hogy n > m.

DEFINICIO. A (2.2)-beli f(z) és g(x) polinomokat egyenlének nevezziik,
ha minden 0 < 7 < n esetén a; = b;, azaz, ha a ,,megfelel6” egyiitthatok
rendre egyenldk.

2.1. TETEL. A (T[z],+, -) struktiira integritastartomany, ahol az Gssze-
adas és szorzas miiveletek az alabbi modon vannak értelmezve:

(@) + g(z) = (an +by)x™ + (@n—1 + bp_1)x" "  + - + (ao + bo),

(2.3) 3
F(@)g(x) = (anbm)x™ ™ +(anbm—1+an_1bm) 2™ T™ 4 (aghy).
BizoNYITAS. (2.3)-bdl 1athatd, hogy az Gsszeg- és a szorzatpolinomok
egylitthatéi tovédbbra is T elemei, ezért (T[x], +,) valéban algebrai struk-
tura. A miiveleti tulajdonsagok ellendrzésével igazolhatdk, hogy (T|x],+, )
gyliri. Ugyancsak konnyen beldthaté, hogy (T|z],-)-ban a szorzds kom-
mutativ, az f(z) = ag = 1 polinom az egységelem és az f(z) = ag =0
zéruspolinom a zéruselem, ahol 1, illetve 0 a (T, -) struktira egység-, illetve
zéruseleme. Ha pedig sem f(z), sem g(z) nem a zéruspolinom, akkor fel-
tehetd, hogy a, # 0 és b,, # 0. Mivel (T, +,-) test, igy anb,, # 0, azaz
— (2.3) szerint — az f(z)g(x) polinom nem lehet a zéruspolinom. Ezzel

belattuk, hogy (T[z],+,-) valéban integritdstartomany. m

E tétel kapcsan megjegyezziik, hogy a bizonyitasban a T testnek csak
azon tulajdonsdgait hasznaltuk, amelyek méar a (T,+,-) integritastarto-
manyban is megtaldlhatok, ugyanis sehol sem kellett nemzérus T-beli elem-
mel osztani. Ezért az eléz6 tétel akkor is igaz marad, ha T|x] helyett egy
tetszOleges (I, +, ) integritdstartomany folotti polinomok I[z] halmaza sze-
repel. Mivel tudjuk, hogy (Z, +, -) integritdstartomény, ezért a fentiek alap-
jan igaz az alabbi tétel.

2.2. TETEL. A (Z[x],+,-) struktiira integritdstartomany.
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Ugyancsak nyilvanvaléak az alabbi relacidk is:
Zlz] C Qlz] C Rlz] C CJz],

ahol rendre az egész, a raciondlis, a valds és a komplex egyiitthatds poli-
nomok gytirii szerepelnek.

Maradékos osztas T [z]-ben

Ha az egész szamok integritastartomanyaban kiépitett szamelméleti
fogalmak megfelel6it a fenti polinomgytriikben kivanjuk megfogalmazni,
akkor elsO 1épésben felvetodik, hogy vajon bizonyithaté-e ezen gytiriikben
a maradékos osztasnak megfeleld tétel. Tekintsiik elGszor a test folotti poli-
nomgyuriket.

2.3. TETEL. Bdrmely T test folotti f(x),g(x) (g(x) # 0) polinomhoz
egyértelmiien léteznek olyan q(x) és r(x) ugyancsak T|x]|-beli polinomok,
amelyekkel

f(x) = g(x)q(z) + r(z),
ahol vagy r(x) =0, vagy r° < ¢°, azaz 0 < r°° < g°°.

BizoNYITAs. Legyen f(z) és g(x) az aldbbi alaki:

f(x) = ans™ + ap_12" 1+ -+ ayx + ag,

g(x) = bpa™ + bmflxm_1 + -+ brx + bo,

ahol b, # 0, azaz ¢° =m > 0.
Ha m = 0, akkor g(z) = by # 0. Ekkor az

Fz) = bgblof(x) 40

egyenl6ség szerint igaz a tétel allitasa (q(x) = & f(z), r(z) =0). A tovab-

()
biakban feltessziik, hogy m > 1. Ha f(z) = 0, vagy f° = n < m, akkor
az

f(x) = g(2)0 + f(z)

egyenl6ség szerint szintén igaz a tétel allitdsa (q(x) =0, r(z) = f(z)). Ha
fe=mn>m,azazn =m+k (k € N), akkor ¢(z) és r(x) létezését k-szerinti
teljes indukcioval igazoljuk.
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Legyen k = 0, és definidljuk az fi(x) polinomot az aldbbi médon:

fey
a
f1(2) = amz™ + apm_12™ 4 Fag — bﬂ (b ™ + b1 2™ 4+ bo)

m

polinomban az 6sszevonasokat elvégezve lathat6, hogy vagy fi(z) = 0, vagy
0< fo<m—1<m=g° azaz 0 < f2° = 2/1 <2m=1 < 9m —=29" — goo,
Ebben az esetben tehat a

g(z) = ij és r(z) = fi(@)

valasztédssal teljesiil, hogy
f(x)=g(z)q(z) +r(x) és 0<7r°° < g°°.
Tegytik fel, hogy k — 1 > O-ra, azaz n < m + k — 1-re mar igazoltuk ¢(x)

és r(x) létezését. Bebizonyitjuk, hogy ekkor n = m + k esetén is léteznek a
feltételeket kielégité g(x) és r(z) polinomok. Legyen

(2.4) fal@) = f(z) = kg ),

amelybdl kapjuk, hogy

Om+k  k

f2(x) = Qmapxe™ ™+ Fag — 72 (bma™ - o).

Nyilvéanvald, hogy vagy fa(z) = 0, vagy 0 < f5 < m + k — 1. Indukcids
feltevésiink szerint az fo(x) polinomhoz léteznek olyan ¢'(z) és r'(z) T[x]-
beli polinomok, amelyekre

(2.5) fa(x) = g(x)qd' (z) + r'(2)

6s 0 < 17°° < g°°. Igy (2.4)-bél és (2.5)-bol addédik, hogy

) = ata) (%2 4 @) 4 (o)
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A q(z) = *=pab 4 ¢/(2) és r(x) = r'(z) jeldléseket bevezetve kapjuk, hogy

f(@) = g(x)q(x) + r(z),

ahol 0 < r°° < ¢°°, azaz vagy r(x) = 0, vagy 0 < r° < ¢°. Ezzel a maradékos
(vagy euklideszi) osztds elvégezhetOségét bebizonyitottuk.

A maradékos osztas egyértelmiiségét indirekt mdédon igazoljuk. Tegytik
fel, hogy

()qr(z) +r1(x), 0<7r° <g°,

(2.6) 9\x)q

f(@) = g(x)ga(x) +r2(2), 0 < 75" < g,

ahol ¢1 (), q2(z),m1(x),m2(x) € T[x] és q1(z) # g2(x). (2.6)-bdl kivondssal
kapjuk, hogy

(2.7) 9(2) (g2(2) — q1(x)) = r1(x) — ra(2).

Mivel g2(x) — q1(x) # 0, ezért a (2.7) bal oldaldn &ll6 polinom valédi fok-
széma legalabb ¢°, igy a médositott fokszama legalabb 29°. A (2.7) jobb ol-
dalan all6é polinom viszont vagy a zéruspolinom, vagy olyan polinom, amely-
nek a valédi fokszama kisebb, mint ¢g°, vagyis a moédositott fokszama kisebb,
mint 29°. A fokszdmokban megjelend ellentmondds oka a ¢, () # go(x) fel-
tevés. Ugyanakkor ¢ () = ga2(x) esetén (2.7)-bol az ri(x) = ro(x) is adédik.
Ezzel a tétel egyértelmiiségre vonaktozo allitasat is bebizonyitottuk. m

Megjegyezziik, hogy konkrét polinomok esetén a maradékos osztas kony-
nyen elvégezhetd a (2.4)-beli lépés ismételt alkalmazdsaval. Példaként osszuk
el maradékosan az f(x) = 22* +42° +2x+ 1 polinomot a g(z) = 222 +x—1
polinommal, ahol nyilvdnvaléan f(z),g(z) € Qlz].

(22* + 42 + 22+ 1) : (22 + 2 —1) :1‘2—1—%3:—%
—(2z* + 23 — 2?)
33 + 22 +2x + 1
— (32 + 322 — 31)
—fa2+ lr+1
(et e )

15 3
1Tt

gz)(z?* + 3z — 1)+ Lo+ 3, azaz q(z) = 2? + 32— { és



E feladat kapcsdn megjegyezziik, hogy béar f(x), g(z) € Z[z], de q(z),
r(x) ¢ Z[x], amelybél azonnal addédik, hogy a maradékos osztds tétele
nem igaz a (Z[z],+,-) integritdstartomanyban. Erdemes kiilon is felhfvni
a figyelmet arra az esetre, amikor f(x),g(z) € Z[z] és a g(x) f6polinom.
Ekkor ugyanis az f(z) = g(x)q(x) + r(x) (r°° < ¢°°) egyenléségben mind
a ¢(x) mind az r(z) polinomok egész egyiitthatés polinomok, azaz ezen
polinomokon elvégezhet$ a maradékos osztés Z[z]-ben.

Visszatérve a T test folotti (T[z],+,-) integritdstartomanyra, legyen
f(x),g(x) € T[x] és g(x) # 0. A 2.3. Tétel szerint léteznek olyan qo(x), r1 ()
T[z]-beli polinomok, amelyekkel

f(x) = g(x)qo(x) +r1(x), ahol 0 < i < g°°.

Ha r{° # 0, azaz r1(x) # 0, akkor ugyancsak a 2.3. Tétel szerint léteznek
olyan ¢q1(z),r2(x) € T[x] polinomok, amelyekkel

g(x) =r1(z)q1(x) + ra(x), ahol 0 < rs® < ri°.

Ha r§° # 0, azaz ro(z) # 0, akkor az ri(x) és ro(x) polinomokon hajtunk
végre euklideszi osztast, majd ezt folytatva az alabbi, dgynevezett euklideszi
algoritmushoz jutunk:

f(x) = g(x)qo(x) + r1(2), 0<ry® <g>,
g(z) = ri(z)q1(x) + r2(x), 0 <ry® <ry?,
ri(z) = r2(z)gz(z) + r3(z), 0<r3® <y’
(2.8)
Tn2(2) = 1n_1(2)qn_1(x) + rp(2), 0<re®<ree,,
Tn—1(x) = ro(2)gn(x) + 0.

A (2.8) algoritmus véges 1épésben véget ér, ugyanis a

o

g > > > > > >0

egyenlGtlenségrendszerben természetes szamok szigoruan csokkend sorozata
taldlhatd, és az ilyen sorozat csak véges hosszisagu lehet.

Az 1.2. Tételhez hasonléan igaz az aldbbi allités.

2.4. TETEL. Legyen r,(z) az f(z) és g(x) (g(z) # 0) T[z]-beli poli-
nomokon végrehajtott (2.8) euklideszi algoritmus utolsé zérustdl kiilonb6zé
maradéka. Végtelen sok X, (x),Y,(x) € T[z| polinom létezik, amelyekre

(2.9) f(@) X (2) + g(2)Yn () = ra(z).
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BizoNYyiTAs. Tételiink igazoldsa az 1.2. Tétel bizonyitdsahoz teljesen
hasonlé médon végezhetd el. (A (2.9)-et kielégité konkrét X, (x) és Y, (x)
polinomok — az egész szamokndl tanultakhoz hasonléan — a (2.8)-bdl
el6éllithatok.) m

Oszthatésag T[z]-ben

A tovéabbiakban az 1. fejezetben megismert fogalmak és tételek poli-
nomelméletbeli megfelel6it fogalmazzuk meg. A tételek bizonyitasaval csak
akkor foglalkozunk, ha az lényegesen eltér az egész szdmok korében megis-
mert megfeleld tétel bizonyitasatol. A tobbi esetben csak utalunk a bi-
zonyitas médjara.

DEFINiC16. Legyen f(x) és g(x) € T[z]. Az f(x) polinomot a g(z)
polinom osztéjdnak nevezziik, ha létezik olyan h(x) € T[z], amellyel

Az oszthatésagot f(x) | g(z), mig ennek tagadédsat az f(z) [ g(z) szimbé-
lummal jeloljik.

2.5. TETEL. T[x]-ben az oszthatésag mint binér reldcié
(a) reflexiv,

(b) nem szimmetrikus,

(c) nem antiszimmetrikus,

(d) tranzitiv.

B1zONYITAS. Az oszthatdsdg definicidja, illetve konkrét példak alapjan
a tétel egyszeriien bizonyithat6 (14sd 1.4. Tétel). m

2.6. TETEL. Bdrmely f(x), g(x), h(x) és I(z) € T[z] esetén:
(a) ha f(z) | g(x) és f(z) | h(z), akkor f(z) | (9(z) + h(z));
(b) ha f(z) | g(z) és h(z) | l(x), akkor f(z)h(z) | g(x)l(x);

(c) f(z)]0;

(d) 0| f(z) akkor és csak akkor, ha f(x) =0

(e) Legyen e(x) egy rogzitett eleme T|x]-nek. Az e(x) polinom akkor
és csak akkor osztdja barmely f(x) € T[z]| polinomnak, ha e(z) | 1, azaz ha
e(x) nem zérus T-beli elem.
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BizoNyiTAs. Az allitasok igazoldsa az 1.7. és 1.8. Tétel bizonyitdsdhoz
hasonléan torténhet. m

DErFINicIO. A (T|z],+,-) integritdstartomdny 1 egységelemének osz-
t6it egységeknek nevezziik, tovabbd az f(z) és g(x) € T[x] polinomokat
asszocidltaknak nevezziik, ha van olyan e(z) egység T|x]-ben, amelyre

Ezt a tényt az f(x) ~ g(z) szimbdlummal jeldljiik.

Megjegyezziik, hogy mig az egész szamok korében csak a +1 és a —1 az
egység, addig T[x]-ben a T test minden nemzérus eleme egység. Az el6z6
definiciok alapjan megfogalmazhaté a kovetkezo tétel.

2.7. TETEL. Bdrmely f(z) és g(z) € T|[x] esetén:

(a) ha f(z) | g(z) és g(x) | f(x), akkor f(x) ~ g(x);

(b) ha f(x) | g(x), f(x) ~ fi(z) és g(x) ~ g1(x), akkor fi(x) | g1(z).
B1zoNYITAS. Lasd az 1.5. és 1.6. Tételek bizonyitasit. m

Tételiink egyszerii kovetkezménye, hogy a T[z]-beli oszthatdsagi kérdé-
sek vizsgalatanal elegendd a fépolinomokra szoritkozni.

Legnagyobb ko6zos osztd, legkisebb k6zos tobbszoros

Mivel az egész szadmok korében a legnagyobb kozos osztéra, illetve a
legkisebb koz6s tObbszorosre adott definicidkban a legnagyobb, illetve a
legkisebb jelzok lényegében tobbszorost, illetve osztét jelentettek, ezért e
fogalmak valtoztatas nélkil atiiltethetdk.

DEFIN{CIO. Legyen f(z), g(z) € T[z] és g(z) # 0. Az f(z) és g(x)
)

polinomok legnagyobb koz0s osztéjanak nevezzik a d(z) € T[z] polinomot,
ha

Lod(z) | f(x) és d(z) | g(x);
2. f(z) és g(x) barmely d'(x) € T[x] koz0s osztdjara igaz, hogy

d'(z) | d(z).

DEFINiCIO. Legyen f(x),g(z) € T[z], és f(x)g(x) # 0. Az f(x) és
g(x) polinomok legkisebb koz0s tObbszorosének nevezzik az m(z) € T|x]
polinomot, ha

L f(z) | m(z) és g(x) [ m(x);
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2. f(z) és g(x) barmely m/(z) € T[z] koz6s tobbszorosére igaz, hogy
2.8. TETEL. Ha az f(x) és a g(x) T[z]-beli polinomoknak van legna-

gyobb kézos osztoja, illetve legkisebb kézos to6bbszérose, akkor ezek asszo-
cialtsag erejéig egyértelmiien meghatarozottak.

BizoNYITAS. Ha di(x) és da(x) is legnagyobb kozos oszto, ill. mq(x) és
ma(x) is legkisebb kozos tobbszoros, akkor dy(x) | do(x) és dy | di(z) miatt
dy(x) ~ da(z), ill. my(x) | ma(x) és ma(x) | my(x) miatt mq(z) ~ mo(z). m

Megjegyezziik, hogy az f(x) és a g(x) polinom legnagyobb kozos osztdi,
illetve legkisebb kozos tobbszordsei koziil a fépolinomot az (f(z), g(x)), il-
letve az [ f(z), g(z)] szimbdlummal szokds jellni.

2.9. TETEL. Bdrmely f(z),g(z) € T[z] (g(z) # 0) polinomoknak van
legnagyobb kézis osztdja, és g(z) | f(xz) esetén (f(z),g(z)) ~ ry(z), ahol
rn(x) az f(z) és g(x) polinomokon végrehajtott euklideszi algoritmus utolsé
zérustdl kiilonbéz6 maradéka, mig g(z) | f(x) esetén (f(x),g(x)) ~ g(z).

BizoNyiTAs. A (2.8) alatti algoritmusbdl adédik, hogy g(x) { f(z)

esetén

o () [ rno1(2), (@) [ rna(@),. . rn(2) [ g(2) é ra(z) | f(2).
Ha pedig d'(z) | f(z) és d'(x) | g(z), akkor szintén (2.8) alapjan kapjuk,

hogy
d'(z) | ri(z), d'(x) [ra(2),....d () | ra(2),
azaz (f(z),g(z))~ (). Ha pedig g(z) | f(z), akkor nyilvénvalé, hogy

(f(x),9(z)) ~ g(x). m

Most is kénnyen igazolhatok az 1.12. Tételbeli tulajdonsagok polino-
mokra vonatkozé atfogalmazasai.

2.10. TETEL. Bdrmely f(x), g(z) és h(x) € T[z] (9(z) # 0) polinomokra
igazak az alabbiak:

() (f(= ) ( )) ~ (9(@), f(2));
b)

(b) ((f(2),9(x)), h(z)) ~ (f(@), (9(x), h(=))):

() (9(=) )) ~ g(x);

(@) (f(@),9(2))h(z) ~ (f(2)h(z), g(@)h(x)), ha h(z) £ 0;
(e) (f(z),g(x)) ~ g(x) akkor és csak akkor, ha g(x) | f(z);
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(f) (f(x),g(a:)) ~ (f(x) + t(m)g(w),g(m)) minden t(x) € T[x] esetén.
Bi1zoNYITAS. Az 1.12. Tétel bizonyitasdnak lépéseit kovetve itt is addd-
nak az allitasok. m

DEFINICIO. Legyen f(z), g(x) € T[z] és g(x) # 0. Ha (f(z), g(z)) ~ 1,
akkor az f(z) és a g(x) polinomokat relativ prim polinomoknak nevezziik.

Itt is igaz a relativ prim parok eléallitasara vonatkozd tétel.

2.11. TETEL. Bédrmely f(z),g(x) € T[z] (g9(x) # 0) polinomra

( f(x) 9(x) >N1.
(F@),9()" ((2), 9())

BizoNYiTAs. A 2.10. Tétel (d) 4llitdsat alkalmazva kapjuk, hogy

amelybol

f(z) 9(x) —c| =
(2.10) (f(:v),g(fv))(((f(x),g(a:))’(f(:v)vg(l’))> > "

kovetkezik, ahol ¢ € T\ {0}. Mivel (f(z),g(z)) # 0, igy (2.10)-b8l kapjuk,
hogy

) )\
(f(2).9(x))" (f(2),9(x))

amely — az asszocidltsag definicidja alapjan — &llitasunkkal ekvivalens. m

2.12. TETEL. Legyen f(z),g(x) és h(x) € T[z]. Ha f(x) | g(x)h(x) és
(f(z),9(x)) ~ 1, akkor f(x) | h(z).

BizoNyiTAs. A 2.10. Tétel &llitdsait alkalmazva, — az 1.15. tétel bi-
zonyitasanak mintajara — konnyen adddik az allitas. m

A tovébbiakban az [f(z),g(x)] létezésével, illetve a tulajdonsigaival

foglalkozunk.

2.13. TETEL. Bdrmely f(x), g(z) € T[z]\{0} polinomnak van legkisebb
ko6z0s tobbszorose és

@
T ), o)
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B1zONYITAS. A tétel bizonyitdsa nem igényel 4j otletet, igy az 1.18.
Tétel bizonyitdsdnak mintajat kovetve addodik az allitds. m

2.14. TETEL. Bdrmely f(z),g(x),h(z) € T[z] \ {0} polinomra igazak
az alabbi tulajdonsagok:

(a) [f(2),g(x)] ~ [g(x), f(2)];
(b) [[f (%), g(z)], h(z)] ~ [f(2), [g(z), h(z)]];

(c) [f (@), f(@)] ~ f(x);

(d) [f (@), g(@)]h(z) ~ [f(2)h(z), g(x)h(2)];

(e) [f(x),g(x)] ~ g(x) akkor és csak akkor, ha f(zx) | g(z).

B1zoNYiTAs. Az 1.19. Tétel bizonyitdsanak lépéseit kovetve itt is egy-
szertien adédnak az allitasok. m

Irreducibilis és primpolinomok T|[z]-ben,
a polinomelmélet alaptétele

DEFINICIO. Az f(z) legaldbb elséfoka (f° > 1), T|[x]-beli polinomot
irreducibilisnek nevezziik, ha nincs valédi osztdja, azaz, ha g(x) € T[z] és
g(x) | f(z), akkor vagy g(z) ~ 1, vagy g(x) ~ f(z). Ellenkezd esetben
f(x)-et reducibilis polinomnak nevezziik.

DEFINICIO. Az f(x) legaldbb elséfoku (f° > 1), T|[x]-beli polinomot
primnek nevezziik, ha barmely g(x), h(z) € T[z] esetén az f(x) | g(x)h(x)
és f(x) [ g(z) feltételekbdl f(z) | h(x) kovetkezik.

Az egész szdmokhoz hasonléan T|x]-ben is ,,fedi egymast” az el6z6 két
definicié.
2.15. TETEL. T[z]-ben egy polinom akkor és csak akkor irreducibilis,

ha prim.

BizoNYiTAs. Tételiinknek mind a sziikséges, mind az elégséges része
— az 1.22. Tétel bizonyitasanak gondolatmenetét kovetve — konnyen bi-
zonyithaté. m

Az eléz6ekben megfogalmazott tételek alapjan nem meglepd, hogy T[xz]-
ben is igaz az ugynevezett egyértelmi irreducibilis faktorizacié tétele, melyet
a polinomelmélet alaptételének is neveziink.

42



2.16. TETEL. Minden legaldbb elsSfokd, T[z]-beli f(z) (f° > 1) po-
linom — a tényezOk sorrendjétél és asszocialtsagtol eltekintve — egyértel-
miien irhaté fel véges sok T[x]-beli irreducibilis (prim) polinom szorzata-
ként. (Specidlisan az egytényezls szorzat is megengedett.)

BiZONYITAS. A szdmelmélet alaptételének (1.24. Tétel) bizonyitdsdhoz
hasonléan itt is két részbél &ll a bizonyitds. Eloszor — a (valédi) fokszam
szerinti teljes indukcidval — a szorzatfelbontds létezését bizonyitjuk. Az
egy (valédi) fokszamu polinomok nyilvan irreducibilisek T[z]-ben, és igy
mint egytényezos szorzatra igaz az allitas. Tegytk fel, hogy minden legfel-
jebb n — l-edfoku (1 < n — 1) T[x]-beli polinom mar felbomlik véges sok
irreducibilis polinom szorzatara. Bizonyitjuk, hogy az allitds n-edfokui poli-
nomokra is igaz. Legyen f(x) egy tetsz6leges n-edfoki polinom T[z]-ben. Ha
f(x) irreducibilis, akkor az egytényezis szorzatel6allitdsa adott, ellenkezd
esetben létezik olyan g(x) és h(x) € T[z|, amelyre

(2.11) f(x) = g(x)h(z),

ahol f©=n>g° >1és f°=n > h®° > 1. Ezért az indukcids feltevéstink
szerint mind a g(z), mind a h(x) polinomok mér felbonthaték véges sok irre-
ducibilis polinom szorzatéara, és igy (2.11) miatt f(z) is. A szorzateléallitas
egyértelmiiségét most is indirekt moédon igazolhatjuk. m

Tételiink alapjan f(x) (f° > 1) primtényezds alakja:
(2.12) f(@) ~pi*(@)ps* (@) -+ pi(z) (=1, 1<i<r),

ahol a p;(z) polinomok primek (irreducibilisek) T[z]-ben. Szokés (2.12)-t
az f(z) kanonikus alakjénak is nevezni. Kénnyen beldthat6, hogy f(z) és
g(z) primtényezds alakjabdl eldallithatck az (f(z),g(z)) és az [f(z), g(z)]
polinomok is. Ugyanis, ha az f(x) és a g(z) polinomokat az alabbi

fl@) ~p" (@) (z) - pt(x) (B >0
g(z) ~pi*(z)pg*(x) - - p*(x) (v > 0)

~—

)

alakban vessziik fel, akkor

(f(2), g(x)) ~ pS* (x)p3? (x) - - Py (z)
[f(@), 9(x)] ~ pT (2)p* (z) - - py* (),
ahol §; = min{8;,v:} és n; = max{G;, v} (1 <i<k).
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A polinomelmélet alaptétele kapcsan felvetédhet a kérdés, hogy T[z]-
ben mely polinomok irreducibilisek (primek). Az nyilvanvald, hogy az els-
foku polinomok mindig primek, de a magasabb foku polinomoknal — a T
konkrét ismerete nélkiil — &ltalaban nem valaszolhaté meg a kérdés. Pél-
daul az f(z) = 2% —2 polinom irreducibilis Q[z]-ben, de reducibilis R[x]-ben
(xz —2=(z—V2)(z+ \/ﬁ)) Megemlitjiik, hogy a Clx],R[z| és Q[x] po-
linomgytrik irreducibilis polinomjairél az algebrai egyenletek elméletének
segitségével tjabb informdciét nyerhetiink (ldsd [7], 286—289. oldal), de
ezzel itt nem foglalkozunk.

Euklideszi gytirik

Az el6zékeben lattuk, hogy (Z, +, -)-ban és (T|x], +, -)-ban ,,ugyanazt”
a szamelméletet lehetett kiépiteni. E két struktira kozos tulajdonsaga, hogy
mindkettd integritastartomany és mindkettOben bizonyithaté a maradékos
(euklideszi) osztas tétele. Ez utébbinak Z-beli (1asd 1.1. Tétel) megfogal-
mazasaban fontos szerepet jatszik az abszolut érték, mig a T[z]-beli (ldsd
2.3. Tétel) alakban a médositott fokszam, amelyek felfoghatdk gy is, mint
a gylrd elemeihez rendelt természetes szamok. E tények dltalanositasaként
jutunk el az euklideszi gytrt fogalmahoz.

DEriNiciO. A (K, +,-) integritdstartomdnyt euklideszi gytirlinek ne-
vezzik, ha létezik olyan

(2.13) 0:K— N (a+— d(a))

leképezés, amelyre igazak az alabbiak:
1. §(a) = 0 akkor és csak akkor, ha a a K zéruseleme;
2. §(ab) = 6(a)d(b) barmely a,b € K esetén;
3. barmely a,b € K (b # 0) elemhez van olyan ¢,r € K, amelyekre

(2.14) a =bg+r, ahol 0 < §(r) < §(b).

A (2.13) alatti § leképezést euklideszi norménak, (2.14)-et maradékos (vagy
euklideszi) osztdsnak, ¢-t hdnyadosnak, mig r-et maradéknak nevezziik.

A definiciébol kovetkezik, hogy Z-ben az abszolut érték euklideszi nor-
ma, mivel

1. |a| = 0 akkor és csak akkor, ha a = 0;

2. |ab| = |al |0,
és az 1.1. Tétel szerint teljesiil a norma 3. feltétele is. T[z]-ben pedig a
modositott fokszam euklideszi norma, mivel
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1. f°° = 0 akkor és csak akkor, ha f(x) = 0;

2. Legyen f(z)g(z) = h(x). Ekkor

(a) ha f(z) =0, akkor h°° =0 = 0g°° = f°°¢°°;

(b) ha f(z)g(x) # 0, akkor ho° = 2/°+9" = 2/799° — foogo0,
azaz barmely f(x),g(x) € T[x] esetén

(f9)°° = [

A 2.3. Tétel szerint a norma 3. tulajdonsaga is teljesiil.

Megemlitjiik, hogy — az 1.1. Tétel, illetve a 2.3. Tétel szerint —
a Z, illetve a T[z] gylirtiben a maradékos osztasnal fellépé hanyados és
maradék egyértelmiisége is bizonyithaté volt, jollehet ez tetszoleges euk-
lideszi gytirtiben, adott euklideszi norma esetén nem mondhaté el. S6t, mint
azt az 1.1. Tétel utani példaban lattuk, Z-ben sem bizonyithaté a maradékos
osztasnal fellép6é hanyados és maradék egyértelmiisége, ha a legkisebb nem-
negativ maradék helyett mas, példaul a legkisebb abszolut értékii maradék
szerepelne az 1.1. Tételben.

Természetes, hogy minden euklideszi gytirtiben felirhaté az euklideszi
osztasok sorozataként kapott

a = bqy + 71, 0<5(’I“1) <(S(b),
b=riq1 +ra, 0 < 6(ra) < d(r1),
1 = T2Q2 + T3, 0< 5(’!"3) < 5(T2),
Th—2 = Tn—14n—1 + T, 0< 5(Tn) < 5(Tn—1)7

Tn—1 = Tngn + 0,

euklideszi algoritmus, amely — a d(r;) normék mint természetes szamok
szigorian csokkend sorozata miatt — mindig véges hosszisagu. Mindezek
szerint az el6z6ekben megismert valamennyi szamelméleti fogalom definidl-
hatd, és valamennyi szamelméleti tétel bizonyithaté tetszéleges euklideszi
gylriben is. Ezért igaz az alabbi tétel.

2.17. TETEL. Minden euklideszi gytirtiben igaz az egyértelmii irreduci-
bilis faktorizacio tétele, azaz a (K, +, -) euklideszi gytirii barmely zérustdl és
egységelemének oszt6itol (egységektdl) kiilonbézb eleme a tényez6k sorrend-
jétdl és egységtényeziktdl (asszocidltaktol) eltekintve egyértelmiien irhato
fel véges sok K-beli irreducibilis (prim) elem szorzataként.
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Végiil megemlitjiik, hogy egy integritastartomanynak nem kell sziikség-
képpen euklideszi gylrinek lenni ahhoz, hogy benne igaz legyen az egyértel-
mii irreducibilis faktorizacié tétele. Lasd példéul a (Z[z], +, -) gylirit [7]-ben
a 191—198. oldalon.

Feladatok

1. Legyen f(z) = 52° + 5z + 322 — 20 — 1 és g(x) = 2® + 22 + 2.
Végezziink euklideszi osztast az f(x) és g(x) polinomokkal Q[z]-ben.

2. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az f(z) és g(x) polinomok-
kal Q[z]-ben, majd az utolsé zérustdl kiilonb6z6 maradékot allitsuk elé f(x)
és g(x) linedris kombinacidjaként, ha f(x) = 32% — 222 + 2 — 1 és g(x) =

=22 —z—1.

3. Legyen f(z),g(x) € Q[z], f(x) = 323 +42%+5x—k és g(x) = —x+1.
Hatérozzuk meg a k értékét ugy, hogy g(z) | f(z) teljesiiljon.

4. Legyenek f(z), g(x) Q[x]-beli polinomok, f(x) = 42* — 222 +kx +1
és g(z) = 2% — z + 1. Hatdrozzuk meg a k és az [ paraméter értékét ugy,
hogy g(z) | f(z) teljesiiljon.

5. Az a és a b raciondlis egyiitthatokat hogyan kell megvalasztani az
n fiiggvényében, hogy (x — 1)? | (ax™ ™t + ba™ + 1) teljesiiljon.

6. Legyen f(x) = 2™ —1és g(x) = 2™ —1, ahol f°, g° > 1. Bizonyitsuk
be, hogy (f (@), g(x)) = z™m™ —1.

7. A legnagyobb ko6zos oszté elemi tulajdonsdgait hasznélva bizonyit-
suk be, hogy Q[z]-ben

(2% +32% + 52+ 3,2° + 22+ 2) = 1.
8. Bontsuk fel az f(z) = z* + 1 polinomot R[z]-beli irreducibilis poli-

nomok szorzatéra.

9. Legyen f(x) = 23 + px + q és g(z) = 322 + p, ahol p és q valds
szamok. Milyen Osszefiiggésnek kell fenndllni a p és g egylitthaték kozott,
hogy a d(x) = (f(a:), g(x)) polinom legalabb elséfoku legyen.

10. Hatarozzuk meg a p, ¢ és r nullatol kiilonboz6 valds szamok kozotti
Osszefiiggést gy, hogy az f(x) = 2* +px?+qr+résa g(x) = 4% +2pr +q
polinomok relativ primek legyenek R[z]|-ben.
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3. Kongruenciak és maradékosztalyok Z-ben

Az oszthatdsagi problémék kénnyen kezelhetévé vélhatnak a kongru-
encidk segitségével.

DEFINICIO. Legyen a,b,m € Z, ahol m rogzitett. Az a egész szadmot
kongruensnek nevezziik b-vel az m modulusra nézve, ha m | (a — b). A
szokasos jelolés:

a=b (modm),

amelyet ,,a kongruens b-vel modulo m”-ként olvasunk. Ha m { (a —b), akkor
ezt a Z b (mod m)-mel jeloljiik és ,,a inkongruens b-vel modulo m”-ként
olvassuk.

Mivel m | (a — b) esetén —m | (a — b) is teljesiil, ezért feltehetd, hogy
m > 0. Ugyanakkor az a = b (mod 0) kongruencia, az oszthatésdg is-
mert tulajdonsiga miatt, pontosan akkor teljestil, ha a = b, mig az a = b
(mod 1) barmely a,b € Z-re igaz, igy e két konkrét modulusra a kongruen-
cia vizsgédlata érdektelen. Ezért a tovabbiakban csak az m > 2 modulusiu
kongruenciakkal foglalkozunk. Felhivjuk az olvasé figyelmét, arra hogy az
a=0 (mod m) és az m | a kijelentések ekvivalensek.

A kongruencia, hasonléan az oszthatésaghoz, a (Z,+,-) integritastar-
tomanyban egy binér relacié, amelyre igazak az aldbbi tulajdonsagok.

3.1. TETEL. Bdrmely a,b,c,d egész szdmra

(a) a=a (mod m);

(b) haa=b (modm), akkor b=a (mod m);

(¢c) haa=b (modm)ésb=c (modm), akkora=c (mod m);

(d) haa =b (modm) és ¢ =d (modm), akkor a + ¢ = b+ d
(mod m) és ac = bd (mod m), azaz a kongruencia, egy — absztrakt al-
gebrai értelemben vett — kongruenciarelacié a (Z,+,-) struktiuraban.

Bi1zoNYITAS. A kongruencia definiciéja alapjdn a tétel allitdsai rendre
az alabbiakat jelentik:

(a7) m | (a —a);

(b’) ha m | (a —b), akkor m | (b — a);
(¢’) ham | (a—0b) ésm| (b—c), akkor m | (a — ¢);
(d’)

c

d’) ha m | (a—10b) és m | (¢ —d), akkor m | ((a + ¢) — (b + d))
és m | (ac — bd), amelyek igazolasa, az oszthatdsdg ismert tulajdonsigai
alapjan, konnyen elvégezhetdo.
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Foglalkozzunk példaul a (d’') mésodik részének bizonyitdséval. A feltétel
szerint

m| (a—>b) és m| (c—d),
amelybol kapjuk, hogy

m | (a—0b)ec és m|b(c—d).
Ez utobbibdl viszont
m | ((ac —be) + (be — bd)) = ac — bd

kovetkezik. m

Erdemes kiemelni a (d) allitds specidlis eseteit:

(di) haa=0b (mod m), akkoratc=b+xc (mod m);

(d2) haa=0b (mod m), akkor ac = bc (mod m);

(d3) haa=0b (mod m)ésn e N\ {0}, akkor a™ =b" (mod m).

Tovabbi, a modulussal kapcsolatos tulajdonsagokrdl szél a kovetkezd
tétel.

3.2. TETEL. Barmely a,b, c egész szamra:

(a) haa=0b (mod m) ésmy | m, akkora=>b (mod mq);

(b) ha ac=bc (mod m), akkor a =b (mod )i

(¢c) haa=b (modmy)ésa=>b (modms), akkor

a=b (mod [my,ms]).

BizoNYITAs. Az (a) allitds my | m és m | (a — b) miatt nyilvdnvals. A

(b) részben induljunk ki az m | (ac — be) feltételbdl, amely szerint

cla —b) =mk

valamely k € Z-vel. Ezt (m, ¢)-vel osztva kapjuk, hogy

& m

(a—0) =

k
(m,c) (m,c)”’
amelybdl

m c

(a =)

kovetkezik. Ugyanakkor az altaldnositott primtulajdonsdg (1.17. Tétel) mi-
att

(m, c)

(m,c) | (m,c)

o) (a—10b), azaz, a=0b (mod
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A (c) allités a legkisebb kozos t6bbszoros definiciéjabdl adédik. m

A (b) és (c) &llitasok specidlis eseteit kiilon is megfogalmazzuk:

(b1) ha ac =bc (mod m) és (m,c) =1, akkor a =b (mod m);

(ci) haa=0b (modmy), a =b (modms) és (my,mse) = 1, akkor
a=b (mod mimsy).
A kongruencia és a maradékos osztds kapcsolatdat mutatja az alabbi
tétel.

3.3. TETEL. Legyen a,b € Z. a=b (mod m) akkor és csak akkor, ha
a és b m-mel osztva ugyanazt a legkisebb nemnegativ maradékot adja.

B1zoNYITAS. Legyen a = mqy+71 és b = mqo+12, ahol g1, q2, 71,72 € Z
és0<r;, <m-—1(i=1,2). Ha ry = ry, akkor a — b = m(q1 — ¢2), azaz
a=b (modm). Most tegyiik fel, hogy a =b (mod m), de r; # ry. Ekkor

m | (a—0b) =m(q — q2) + 711 — 72,

amib6l m | (r1 —ry) kovetkezik. De ez lehetetlen, mivel 1 < |ry — o] < m—1.
Az ellentmondds igazolja tételiink elégséges részét. m

Absztrakt algebrai tanulményainkbdl tudjuk, hogy egy algebrai struk-
turan értelmezett kongruenciareldcié a struktira kompatibilis osztalyozasat
szolgédltatja. A 3.1. Tétel szerint a modulo m kongruencia kongruencia-
reldcié, ezért az a (Z,+,-) integritdstartomédny kompatibilis osztalyozdsat
adja. Egy osztalyba tartoznak azok az a és b egészek, amelyekre a = b
(mod m) igaz, azaz — a 3.3. Tétel szerint — m-mel osztva ugyanazt a
legkisebb nemnegativ maradékot adjak. Osszhangban az absztrakt algebrai
elnevezésekkel, az osztdlyokat modulo m maradékosztdlyoknak, az osztalyok
halmazat modulo m faktorhalmaznak nevezziik.

A 3.3. Tétel szerint a maradékosztdlyok (a szokdsos T jeloléssel):

0={n:n=mq+0, q€Z},
I={n:n=mq+1, q€Z},

m—1={n:n=mg+m-—1, q € Z},
a faktorhalmaz pedig (Z/(m) jeloléssel)

Z)my=1{0,1,2,...,m —1}.

DEFINICIO. Ha a € @, akkor az a egész szdmot az a (osztély) reprezen-
tansanak nevezziik. Ha minden modulo m maradékosztalybdl pontosan egy
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reprezentanst valasztunk, akkor e reprezentansok halmazat modulo m teljes
reprezentansrendszernek (vagy maradékrendszernek) nevezziik.

3.4. TETEL. Az a1, as, ... ,ay egész szamok akkor és csak akkor alkotnak
modulo m teljes reprezentansrendszert, ha k = m és a; # a; (mod m)
minden 1 < ¢ < j < m-re.

B1zONYITAS. Az el6z6 definiciébdél kozvetleniil adédik az allités. m

Példak modulo m teljes reprezentansrendszerre:
A legkisebb nemnegativ maradékok rendszere: {0,1,2,...,m — 1};
A legkisebb pozitiv maradékok rendszere: {1,2,...,m};
A legkisebb abszolit értékli maradékok rendszere:
{0, +1,+2,..., j:mT_l}, ha m paratlan,
{0,+£1,+2,..., £ (% — 1), 2}, ha m péros.

Ha mar ismert egy modulo m teljes reprezentansrendszer, akkor abbdl
az aldbbiak szerint 1jabb teljes reprezentansrendszerek nyerhetok.

3.5. TETEL. Legyen {aj,as,...,an} egy teljes reprezentansrendszer
modulo m. Ha ¢,b € Z és (¢c,m) = 1, akkor

{cay + b,cas +0,...,capy + b}

szintén teljes reprezentansrendszer modulo m.

B1zONYITAS. A ca; +b (i = 1,2,...,m) szdmok szdma nyilvan m, ezért
csak a paronkénti inkongruenciat kell bizonyitani. Tegyiik fel, hogy

ca; +b=ca;+b (mod m)
valamely ¢ < j-re. De ebbdl a 3.1. Tétel szerint
ca; = caj (mod m)
kovetkezik, amelybdl (¢, m) = 1 miatt az
a; =a; (mod m)
kongruenciat kapjuk. Fz viszont ellentmond annak, hogy az ai,as,...,am

egészek teljes reprezentansrendszert alkottak modulo m. Az ellentmondés
bizonyitja a tételt. m

A kovetkezékben egy maradékosztaly tetszéleges eleme és a modulus
legnagyobb kozos osztdjat vizsgaljuk.
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3.6. TETEL. Legyen @ € Z/(m). Barmely a1, as € @ egészre
(a1, m) = (az,m).

B1zoNYITAS. Mivel a1, as € @, ezért 1éteznek olyan ¢, g2 egész szamok,

hogy
ar=mqi +a és ay =mqgs + a.

Az 1.13. Tétel (f) pontja alapjén

(a1,m) = (mq1 + a,m) = (a,m) = (mga + a,m) = (az,m). m
Specidlisan, ha a1, a2 € @ és (a1, m) = 1, akkor (a2, m) = 1. Ez ad lehet&sé-
get a kovetkez6 definicidra.

DEFINiCIO. Azokat a modulo m maradékosztdlyokat, amelyeknek az
elemei m-hez relativ primek, redukilt (vagy prim) maradékosztalyoknak
nevezziik. Ezen osztalyok halmazat P(m)-mel jeloljik.

DEFINiCIO. Ha minden modulo m redukalt maradékosztalybdl ponto-
san egy reprezentanst valasztunk, akkor e reprezentansok halmazat redu-
kélt reprezentansrendszernek (illetve redukalt maradékrendszernek) nevez-
ziik modulo m.

A definiciékhoz kapcsolédva bevezetjiikk az tgynevezett Fuler-féle ¢

fliggvényt:

1, ha m=1,
FNVO} N, g ={ e

ahol k jeloli a modulo m redukélt maradékosztalyok szamat, azaz a 0, 1, ...,
m — 1 teljes reprezentdnsrendszerbol az m modulushoz relativ primek szé-
mat.

A o fiiggvény helyettesitési értékeinek kiszamitdsahoz sziikség van az
alabbi tételre.

3.7. TETEL. Legyen a,b € N\ {0}. Ha (a,b) = 1, akkor
pab) = p(a)p(b).
B1zONYITAS. Az a =1, b > 1 esetekben igaz a tétel, mert
p(16) = ¢(b) = p(1)p(b).
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A tovéabbiakban legyen a > 1, b > 1 és
A={ax+by:2=0,1,2,...,0—1; y=0,1,2,...,a—1}.

El6szor megmutatjuk, hogy A teljes maradékrendszer modulo ab. Mivel
|A| = ab, ezért csak az A elemeinek paronkénti inkongruencigjat kell bi-
zonyitani (14sd 3.4. Tétel). Tegyiik fel, hogy az A definiciéjdban megengedett
x és y értékek kozott 1éteznek olyan x1, xa, Y1, Y2 egészek, amelyekre példaul

I 75 T2 és
azry + by; = axs + bys  (mod ab).

Ebbdl a 3.2. Tétel (a) pontja szerint
ary +byy = axs +bys (mod a) és axy + by = axg + by, (mod b)
kovetkezik. De ekkor, (a,b) = 1 miatt az
y1 =y2 (moda) és x1 =x2 (mod b)

kongruencidkat kapjuk. Ez x1 és x5 lehetséges értékei miatt csak x1 = o
esetben teljesiilhet, ami ellentmond a feltevéstinknek, azaz A elemei inkong-
ruensek modulo ab.

Igy A-ban az ab-hez relativ primek szdma (ab). Ugyanakkor az 1.16.
Tétel szerint (ax + by, ab) = 1 akkor és csak akkor, ha

(ax + by,a) =1
és
(ax + by, b) =1,

amelyekbdl a legnagyobb kozos oszté bizonyitott tulajdonsagai és (a,b) =1
alapjan kapjuk, hogy

(az + by, a) = (by,a) = (yra) = 1 & (az + by,b) = (aw,b) = (a,b) = 1.
Ez utébbiakat kielégit y-ok szdma ¢(a), az z-ek szama pedig ¢(b), ezért a

lehetséges (y,x) szamparok szdma (a)@(b). Ezzel bebizonyitottuk a tétel
allitasat, azaz valéban

p(ab) = ¢(a)p(b). m
Igaz az el6z6 tétel altalanositasa is.
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3.8. TETEL. Ha aq,as, ..., a paronként relativ prim pozitiv egész sz4-
mok (k > 2), akkor

plaraz - ar) = p(ar)p(az) - p(ax).

Bi1zoNYiTAS. Alkalmazzunk k szerinti teljes indukciét. m

Ha m(> 2) kanonikus alakja
m=py'py®pr (> 1),

akkor a 3.8. Tétel alapjan

o(m) =@ (pi") ¢ (%) ¢ (pr7),

ezért p(m) meghatérozasdhoz elegendd a ¢ (pj*) értékeket ismerni.

Foglalkozzunk tehat ¢(p®) meghatdrozasaval, ahol p primszam és a > 1
egész.

Ha a = 1, akkor ¢(p) = p — 1, mivel a 0,1,2,...,p — 1 egészek koziil
egyedill a 0 nem relativ prim p-hez.

Ha o > 2, akkor ¢(p®) jeloli a

(3.1) 0,1,2,...p,...,2p,...,p% — 1
szamok kozill p*-hoz (azaz p-hez) relativ primek szamat. Sokkal konnyebb

meghatdrozni (3.1)-bol azon elemeket, amelyek nem relativ primek p-hez.
Ezek ugyanis a

0,p,2p,...,(p* ' = 1)p

szamok és szamuk p®~!. Ezért

i=1 i=1
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Példaként hatdrozzuk meg ¢(100) értékét:
©(100) = (2°5%) = p(2%)p(5%) = (2% — 2") (5* = 5') = 40.

Most térjiink vissza a redukalt maradékrendszerek vizsgalatéra.

3.9. TETEL. Az r1,7a,...,7r egész szamok akkor és csak akkor alkotnak
modulo m redukalt reprezentansrendszert, ha k = o(m), r; Zr; (mod m)
minden 1 <i < j < ¢(m)-re és (r;,m) = 1 minden 1 < i < @(m)-re.

Bi1zoNYITAS. A redukélt maradékrendszer és a ¢ fiiggvény definicidja
alapjan az allitas nyilvanval6. m

Ha mar adott egy modulo m redukdlt reprezentansrendszer, akkor
abbdl tGjabb nyerheté a kovetkezo tétel szerint.

3.10. TETEL. Ha {r1,72,...,7y(m)} modulo m redukalt reprezentdns-
rendszer és (¢,m) = 1, akkor

(3.2) {CT17 Cra, ..., Crgo(m)}

szintén redukalt reprezentansrendszer modulo m.

BizoNY{TAs. Mivel (3.2)-ben az elemek szdma o(m), igy a 3.9. Tétel
szerint csak azt kell bizonyitani, hogy (3.2) elemei paronként inkongru-
ensek és a modulushoz relativ primek. Felhaszndlva, hogy (¢,m) = 1 és
(riym)=1(G=1,...,0(m)), kapjuk a (cr;,m) = 1 egyenléséget (lasd 1.16.
Tétel). (3.2) elemeinek paronkénti inkongruencigja indirekt médon kénnyen
bizonyithat6. m

A szamelméleti bizonyitdsokban és feladatokban nagyon gyakran alkal-
magzzuk az alabbi, ugynevezett Euler—Fermat-tételt.

3.11. TETEL. Ha a € Z és (a,m) = 1, akkor
a?™ =1 (mod m).

B1zONYITAS. Legyen {r1,72,...,7(m)} modulo m redukélt maradék-
rendszer. Az el6z6 tétel szerint, (a,m) = 1 miatt {ari,ary, ..., aryam)} is
modulo m redukélt maradékrendszer. fgy minden redukalt maradékosztaly-
bél pontosan két reprezentdnsunk van, az egyik az {ri,7r2,...,7y(m)}, a
mésik az {ary,ary,...,ar,m)} reprezentansrendszerbdl. Ezek a reprezen-
tansparok természetesen kongruensek modulo m, és igy

ariary -+ ATy(m) = T1T2Ty(m) (mod m),
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amelybdl (ri72 - - ry(m), m) = 1 miatt az
a?™ =1 (mod m)

kongruenciat nyerjik. m

Ha m = p primszam, akkor az Euler—Fermat-tétel specialis esetét
kapjuk, melyet kis Fermat-tételnek is szokas nevezni.

3.12. TETEL. Legyen p primszam. Ha (a,p) = 1, akkor
a® ' =1 (mod p).

Kiilon is érdemes kiemelni, hogy a kis Fermat-tétel a kovetkez6 alakban
is megfogalmazhato.

3.13. TETEL. Bdrmely a egész és p primszamra
a’? =a (mod p).

BizoNnyiTAs. Ha (a,p) = 1, akkor ¢(p) = p — 1 miatt az Euler—Fer-
mat-tétel szerint
a?” ' =1 (mod p).

E kongruencidt a-val szorozva kapjuk, hogy
a’? =a (mod p).

Ha (a,p) # 1, azaz p | a, akkor a =0 (mod p), igy a» =0 (mod p), ezért
az
a’? =a (mod p)

kongruencia most is teljestil. m

A tovébbiakban tekintsiik a (Z/(m), +, -) faktorstruktiirat, ahol az 6ssze-
adas, illetve a szorzas miiveletek szokéasos definicidja:

a+b=a+0b, illetve ab= ab,

ahol @,b € Z/m).
3.14. TETEL. A (Z/(m), +, -) struktiira egységelemes kommutativ gytirt.

Bi1zoNYITAS. Ismeretes, illetve konnyen ellendrizhetd, hogy az
12— Zfm), fla)=a
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leképezés epimorfizmus a (Z, +, -) integritdstartomény és a (Z/m), +, -) fak-
torstruktura kozott, és igy (Z/im),+,-) egységelemes kommutativ gytirt.
|

A zérusosztémentesség altaldban nem igaz, ugyanakkor bizonyos m-
ekre (Z/(m),+,-) test. Az aldbbi miivettablazatokbdl konnyen leolvashato,
hogy példaul a (Z/4), +,-) gylirliben a 2 zérusosztd, mig a (Z/3), +,-) test.

iﬁT?? ;ﬁiig
0/0123 00000
(Z)(a),+,"): 111230 1]0123 ;
212301 21020 2
313012 310321
+|0712 0712
(Z/3),+,): 0012 0/000
11120 11012
21201 21021

A redukélt maradékosztalyok P(m)-mel jelolt halmazara igaz az aldbbi tétel.
3.15. TETEL. A (P(m),-) struktiira kommutativ csoport.

BizoNYITAs. Elészor bebizonyitjuk, hogy ha 71,75 € P(m), akkor
T3 € P(m), azaz a szorzas nem vezet ki P(m)-bél. Mivel (r1,m) =
(ro,m) =1, ezért az 1.16. Tétel szerint (ryre,m) = 1, azaz 1 -73 € P(m).
A szorzds kommutativitdsa, asszociativitdsa és 1 € P(m) nyilvan teljesiil
(m > 2), ezért mar csak azt kell bizonyitani, hogy barmely 7 € P(m)-nek
van inverze P(m)-ben. Ha 7 € P(m), azaz (r,m) = 1, akkor léteznek olyan

Tg, Yo egész szamok, amelyekre

I3

(3.3) reg + myp = 1.

Ebbél kapjuk, hogy rzg =1 (mod m), azaz ¥ - Tg = 1. Tg € P(m), mert
ellenkez6 esetben (xg,m) = d > 1, és igy (3.3) miatt d | 1 kévetkezne, ami
nem lehetséges. m

3.16. TETEL. A (Z/(m), +,) akkor és csak akkor test, ha m primszam.

BizZONYITAs. A 3.14. Tétel szerint (Z/(m), +, -) kommutativ, egységele-
mes gytirli. Ha m = p primszdm, akkor P(p) = Z/i) \ {0}. Ezért az el6z6
tétel szerint (Z/(p) \ {0}, ) csoport, azaz (Z/p), +,-) test.

Ha m nem primszam, akkor m = myms, ahol 2 < m; < m (i = 1,2).
Ekkor a (Z/(m),+, ) gylr{i nem lehet test, mert példdul az my € Z/(m)-nek
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nincs multiplikativ inverze. Ellenkezd esetben létezne olyan m3 € Z/(m),
amelyre my - m3 = 1, azaz

(3.4) mimz =1 (mod m), ésigy mymsz+myy =1

valamely yo € Z esetén. De (3.4)-b6l, my | myms és my | m miatt, mq | 1
kovetkezne, amely 2 < m; miatt lehetetlen. m

Eddig, ha azt akartuk eldonteni, hogy az m > 2 egész szam primszam-e,
akkor az 1.26. Tétel alapjan megnéztiik, hogy m oszthaté-e valamely, a
2 < p < /m feltételt kielégité p primszammal. Most egy, a kongruencidk
segitségével megfogalmazott primkritériumot, a Wilson-tételt bizonyitjuk
be.

3.17. TETEL. Az m > 2 egész szam akkor és csak akkor primszdam, ha
(m—1)!=-1 (mod m).
B1zoNYITAS. El6szor megmutatjuk, hogy ha m osszetett, akkor
(m—1)'# -1 (mod m).
Legyen m = mimeg, ahol 2 < m; < m (i = 1,2), és tegyiik fel, hogy
(m—1)!=-1 (mod m).

Ekkor, m; | m miatt, (m — 1)l = =1 (mod m;) is igaz lenne. Ez viszont
lehetetlen, mivel (m —1)!' =0 (mod my).
A masodik 1épésben megmutatjuk, hogy barmely m = p primszamra

(p—D!'=-1 (mod p).

Ha p = 2vagy 3, akkor (2—1)! =1= -1 (mod 2), illetve (3—1)! =2 = —1
(mod 3) miatt igaz az allitas. Legyen a tovdabbiakban p > 5. Mivel a 3.15.
Tétel szerint (P(p),-) csoport, ezért barmely 7 € P(p)-nek létezik inverze
P(p)-ben. Az1-1=1,illetve (p—1)-(p—1) =p? —2p+ 1 =1 miatt az 1
és p — 1 inverze 6onmaga. Ugyanakkor barmely 1-t6l és p — 1-tél kiilonboz6
7 € P(p) inverze nem lehet 6nmaga, mivel ellenkezd esetben 7 -7 = 1, illetve
r>=1 (mod p), azaz

pl(r—1)(r+1).
De ekkor p primszdam volta miatt p | » — 1 vagy p | r + 1, amely 2 <

< r < p— 2 miatt lehetetlen. Ezek alapjan — az inverzparok szorzatat 1-
gyel helyettesitve —

p-—11=1-2.3.-(p-1)=1-T---T-p—1,

azZazZ
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p—1=p—-1=-1 (modp). m

Valamivel tobbet mond az aldbbi tétel.
3.18. TETEL. Legyen m > 2 egész szam. Ekkor
2 (mod m), ha m=4,
(m—-1)!'=<0 (modm), ha m dsszetett és m # 4,
—1 (mod m), ha m primszdm.

BizoNYiTAs. Ha m = 4, akkor (4 —1)! = 6 = 2 (mod 4). Abban
az esetben, ha m osszetett és 4 < m # p? (ahol p > 3 primszam), akkor
m = mime valamely 2 < my < mg < m-re és ezért

m—-1)!'=1-2---my---mg---(m—1)=0 (mod m).
Ha m = p? és p > 3 primszam, akkor 3 < p < 2p < p? — 1 miatt

m-D=@*-1!'=1-2---p---2p---(p> =1) =0 (mod m).

Ha m = p primszam, akkor a Wilson-tételbdl adodik az allitas. m

Feladatok

1. Hatérozzuk meg x (0 < z < 20) értékét, ha
(85070 +193%)16 = (mod 21).
2. Hatarozzuk meg z (0 < z < 99) értékét, ha
1311"** =2 (mod 100).
3. Bizonyitsuk be, hogy n € N \ {0} esetén
57| (285 — ).
4. Bizonyitsuk be, hogy minden n € N esetén
320 | (81 =bn _ 1),
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5. Igazoljuk, hogy
(k1 + ke +- -+ k)P =k + k5 + -+ &, (mod p),

ahol p primszam és k; € Z (1 < i <n).

6. Bizonyitsuk be, hogy ha p és ¢ kiillénboz6 primek, akkor
pq | (nP —nP —nd +n)
igaz minden n € Z-re.

7. Igazoljuk, hogy ha 7 | (nS% +-n%"), akkor 7 | n, ahol k,1,n € N\ {0}.

8. Bizonyitsuk be, hogy ha n paratlan természetes szam, akkor
n| (2" - 1).

9. Bizonyitsuk be, hogy 5 | (1™ + 2™ + 3™ + 4™) akkor és csak akkor,
ha 4| n, ahol n € N.

10. Legyen p kettdtdl és ott6l kiilonboz6 primszam, tovabbd jeldlje n,
illetve s, azt a legkisebb pozitiv egész szdmot, amelyekre

10" =1 (mod p), illetve 10°» = —1 (mod p).

Ezen kongruencidk segitségével igazoljunk oszthatdsagi szabdlyokat a tizes
szamrendszerben felirt pozitiv egészek p-vel valé oszthatésagara.

11. Legyen A a tizes szamrendszerben felirt 4444444 szim szdmjegye-

inek Osszege, tovabba A szamjegyeinek Osszege B, B szamjegyeinek Osszege
C. Hatarozzuk meg C' értékét.

12. Bizonyitsuk be, hogy ha m | b, akkor
(m+1)* =1 (mod m?),

ahol m,b € N.

13. Legyen p > 2 primszam. Hatdrozzuk meg x és y értékét, ha

<2p) =z (modp) és <2]f> =y (mod p?),

p

ahol 0<z<p—-1é0<y<p-1.
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14. Bizonyitsuk be, hogy m > 2 esetén

((m!)m! -1, (2m)!) = H D,

ahol p prim.

15. Hatdrozzuk meg = (0 < z < p — 1) értékét, ha

- =2z (mod p),
ahol p > 2 primszam.
16. Bizonyitsuk be, hogy ha p > 2 primszam, akkor
P’ | ((2p = 1)! = p).
17. Bizonyitsuk be, hogy ha p > 2 primszam, akkor
P =) =),

18. Legyen p > 2 primszam. Igazoljuk, hogy

19. Legyen p > 2 primszédm és a (1 < a < p—1) egész szam. Bizonyitsuk

be, hogy
1 1(p
—1)e 1= =1 d p).
(0t (M) =1 od )

20. Bizonyitsuk be, hogy az m > 2 természetes szam akkor és csak
akkor primszam, ha

(m—=2)!'=1 (mod m).

21. Legyen {ry,ro,.

-3 Ty(m)} egy redukalt maradékrendszer modulo
m. Bizonyitsuk be, hogy

(rirg--- r¢(m))2 =1 (mod m).
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4. Pszeudoprim szamok

Mostanaban, példaul kodoléasi és dekddolasi problémakkal kapcsolat-
ban, sokan foglalkoznak primtesztekkel, azaz olyan eljarasokkal, melyekkel
eldonthetd egy természetes szamrol, hogy prim vagy Osszetett. Az eddigi
ismereteink alapjan egy n pozitiv egészrdl eldonthetjiik, hogy primszam-e,
ha megvizsgéljuk, hogy van-e y/n-nél nem nagyobb primosztéja. Ha nincs,
akkor n prim. Nagy szamok esetén azonban ez az eljaras tdl hosszud, és
néha még szamitdgép segitségével is kivitelezhetetlen. Sokaig azt gondol-
tak, hogy az Euler—Fermat-, illetve a kis Fermat-tétel megforditdsa haté-
konyabb mddszert szolgaltat.

A kis Fermat-tétel alapjan tudjuk, hogy

(4.1) n| (2"t —1), azaz 2""' =1 (mod n),

ha n egy paratlan prim. Tobb évszazadon keresztiil azt gondoltak, hogy
a forditottja is igaz, vagyis hogy ha a (4.1) oszthatésag fenndll, akkor n
primszam. Eloszor Sarrus taldlt erre egy ellenpéldat 1819-ben, megmutatta,
hogy n = 341 = 11 - 31 &sszetett szam, de kielégiti (4.1)-et. Sarrus kordban
ezt a szamot megtalalni nem lehetett konnyti, de az allitds bizonyitasa n
ismeretében mér egyszerii, hiszen

2311-1 — (210)* = 13— 1 (mod 11)

2¥1-1 = (29)% = 1% =1 (mod 31),
igy valdban igaz, hogy
2310 =1 (mod 341).

Tehat a kis Fermat-tétel nem alkalmas egy egész szam primvoltanak
egyértelmi eldontésére, mert ha (4.1) teljestil, akkor még nem biztos, hogy
n primszam. Sarrus 6ta mar igen sok (4.1)-et kielégité Osszetett szamot
talaltak.

DEFINICIO. Ha egy n pozitiv egész Osszetett és kielégiti (4.1)-et, akkor
pszeudoprim (majdnem prim) szdmnak nevezziik.

Felmeriil a kérdés, hogy a pszeudoprimek szama véges-e vagy végtelen.
A kovetkez6 tételbdl és a Sarrus altal megtaldlt pszudoprimbdl kovetkezik
ezen szamok szamanak végtelensége.
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4.1. TETEL. (Sierpinski, 1947) Ha n egy pszeudoprim szdm, akkor 2™ —1
is pszeudprim.

B1zONYITAS. Legyen n egy pszeudoprim szdm és legyen N = 2™ — 1.
Ekkor
oN=1 1 =292(>"' 1) _q,

Mivel n pszeudoprim, igy n | (2"~ — 1), ezért
2N=l _1=2"-1=(2"-1)Q = NQ,

ahol ¢,Q > 1 egészek. Tehat N | (2N*1 — 1). Emellett N Osszetett is.
Ugyanis n pszeudoprim, tehat osszetett, igy n = rs-bol

N:2TL_1:2TS_1:(27‘_1) <27’(S—1)+27‘(S—2)+.._+1)

kovetkezik. m

A tételbdl mar adédik, hogy végtelen sok pszeudoprim létezik. Lattuk,
hogy n; = 341 pszeudoprim. De akkor a tétel alapjan ne = 2™ — 1 is
az, és nyilvan ny > ny. Folytatva az eljarast, pszeudoprimek egy végtelen,
szigorian monoton névekvo sorozatat kapjuk.

Megjegyezziik, hogy Lehmer ennél tobbet bizonyitott. Megmutatta,
hogy az x-nél nem nagyobb pszeudoprimek szama nagyobb, mint clogz,
ahol ¢ > 0 egy valés szdm, hacsak z elég nagy, azaz létezik olyan c és z¢
pozitiv valds szam, hogy minden x > x( valés szamra az z-nél nem nagyobb
pszeudoprimek szama nagyobb, mint clog x.

A XVII. szézad els6 felében Fermat azt allitotta, hogy az F,, = 22" +1
alakd szamok, mai elnevezés szerint a Fermat-szamok, primszamok min-
den n > 0 esetén. Konny ellenérizni, hogy Fy, Fy, Fo, F3 és Fy valoban
primszam. Euler azonban bizonyitotta, hogy Fy Osszetett, vagyis Fermat
sejtése nem igaz. Azdta még szamitégéppel sem sikertilt az elsé 6t Fermat-
szamon kiviil olyat taldlni, amely prim. Fermatnak azonban annyiban igaza
volt, hogy ha F,, nem prim, akkor majdnem prim.

4.2. TETEL. Ha n > 0 egy természetes szdm és
F,=2""+1
nem prim, akkor pszeudoprim.

B1zoNYITAS. Legyen n egy természetes szam. Ekkor

2™ —n

n ,n/2
o192 1= (22) -
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ahol 2" —n > 1 és igy 22" kitev6je paros. Ezért 2F»~1 —1 oszthaté 22" +1 =
F,-nel, és igy F,, prim, vagy pszeudoprim. m

A tovdbbiakban még fogunk taldlkozni az M,, = 2" —1 alaku Mersenne-
szamokkal. Nyilvanvald, hogy M,, csak akkor lehet prim, ha n primszam. A
forditottja azonban nem igaz, ha n egy primszam, nem biztos, hogy M,, is
prim (pl. My1 = 2047 = 23 - 89 Gsszetett). Igaz viszont a kovetkezd tétel.

4.3. TETEL. Legyen p > 2 egy primszam. Ekkor
M, =2F -1

vagy prim, vagy pszeudoprim.

Bi1zoNYITAS. Ha p egy paratlan prim, akkor

oMy=1 _ 1 = 92(2"7'-1) _q
ahol a kis Fermat-tétel miatt p | (277! — 1). Ezért 2M»~1 —1 alakja (27)?—1,
és igy oszthaté 2P — 1 = M,-vel. Tehét, ha M, nem prim, ugy pszeudoprim.
| ]

A pszeudoprimek szaméanak végtelenségét bizonyitja a kovetkezd tétel
is.

4.4. TETEL. Végtelen sok olyan pszeudoprimszam létezik, mely pon-
tosan két kiilonb6z6 paratlan primszam szorzata.

BizoNYiTAS. A bizonyitdsban felhasznaljuk a Mersenne-szdmok egy
tulajdonsigét. Ha p egy péaratlan primésp | (2" —1) (n > 1),dep/ (2™ —1)
ha 0 < m < n, akkor p-t 2" — 1 egy primitiv primosztdjanak nevezziik.
Zsigmondi egy 1892-ben bizonyitott altaldnosabb tételébdl kovetkezik, hogy
ha n > 6, akkor a 2" — 1 Mersenne-szdmnak van primitiv primosztéja.

Ha p egy primitiv primosztéja (2™ — 1)-nek, akkor n | (p — 1). Ugyanis
ha p—1=mng+r(0 <r <mn), akkor a kis Fermat-tétel alapjan

1=2r"1 = (2")92" = 2" (mod p),

ami csak r = 0 esetén nem mond ellent annak, hogy p a 2" — 1 primitiv
primosztdja. Hasonléan lathaté be, hogy ha g egy primszam, akkor 29 — 1
minden primosztéja primitiv.

Legyen r > 6 egy primszam és legyen p egy primitiv primosztoja 2" — 1-
nek. Ekkor az el6zéek alapjén r | (p — 1), tovabbda r < p—1ésp—1>6
is kovetkezik. Legyen ¢ egy olyan prim, mely 2P~! — 1-nek egy primitiv
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primosztdja. Zsigmondi elobb emlitett tétele alapjan ilyen q létezik, és ¢
k(p— 1)+ 1 alaku, ezenkiviil g # p. De ekkor

opg—1 _ 9(p—1)a9a—1 _ 9(p—1)g9k(p—1)

miatt, g definicidja és a kis Fermat-tétel alapjan
2171 =1 (mod p) és 2P9"' =1 (mod q),

vagyis pq | 2P~ —1 adédik. Tehdt pg pszeudoprim. Kiilonboz6 r > 6 primek
kiillonb6z6 p, g primeket hataroznak meg, igy a pg alakd pszeudoprimek
szama valéban végtelen. m

Megemlitjiikk, hogy az el6z6 eredménynél tobb is igaz. Erdds Pal bi-
zonyitotta 1949-ben, hogy tetszOleges s > 1 pozitiv egész esetén végtelen
sok olyan pszeudoprim létezik, mely pontosan s kiilonb6z6 paratlan prim
szorzata.

A pszeudoprim szamok természetes altalanositdsa a kovetkezd. Legyen
a > 2 egy természetes szam. Ha n egy Osszetett pozitiv egész és

n ’ (an—l - 1)7

akkor pszeudoprimnek nevezziik a vonatkozasdban. A kovetkezd tételbdl az
kovetkezik, hogy minden a > 2 esetén végtelen sok a vonatkozasu pszeu-
doprim létezik.

4.5. TETEL. (Cippola, 1904) Ha a > 2 pozitiv egész és p > 2 egy prim,
melyre p | (a2 — 1), akkor
a’ —1
(R

pszeudoprim a vonatkozasaban.

Bi1zoNYITAS. Tegyiik fel, hogy a és p eleget tesz a tétel feltételeinek.
Ekkor

a2P _1

. _ az(a2(p_1)—l)
(4.2) a’ Tt —1=aq -1

l=a <21 -1,

ahol a kitevs egész, hiszen az a?? — 1 alaki szamok oszthatdok (a2 — 1)—gyel.

Az a?P=1) — 1 egész oszthaté p-vel a kis Fermat-tétel miatt. Tovabbd (4.2)-
ben az a kitevOje paros. Ez nyilvanvald, ha a paros. Ha pedig a paratlan,
akkor

a;lil (a2(p71) _ 1) _ a;‘i : (a? — 1) ((az)pf2 " (az)pfi% oy (a2)0> _

— g2 (a2(p—2) 423 Ly a2'0>
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miatt paros a kitevd, hiszen a legutolsé zardjelben p — 1, azaz paros szamu

paratlan tag Osszege szerepel. Ezek szerint "~ ! — 1 alakja a®** — 1, ahol
2

q > k ezért a" ! — 1 oszthaté a?? — 1-gyel és igy C;: __11 -gyel is. Még azt kell

belatni, hogy n Osszetett. Ez abbdl kovetkezik, hogy az

a®? —1 = (a? — 1) (a? + 1)

szorzatban mindkét tényezd nagyobb mint a? — 1, ezért n-nek létezik valédi
faktorizaciéja. m

A pszeudoprimeknek tébbféle altalanositasa ismert. Példaul az n 6ssze-
tett természetes szamot szuper pszeudoprimnek nevezziik, ha minden osz-
t6ja prim vagy pszeudoprim. Bizonyithat6 (Szymiczek, 1966), hogy F, Fi, 41
szuper pszeudoprim, ahol n > 1 és F; az i-edik Fermat-szam.

A pszeudoprimeken alapulé primteszteknél zavard, hogy léteznek olyan
n Osszetett szamok, melyek minden n-hez relativ prim a > 2 vonatkozasdban
pszeudprimek. Ezeket abszolit pszeudoprimeknek vagy Carmichael-szamok-
nak nevezziik, koziiliik a legkisebb n = 561 = 3-11-17. A szamelmélet egyik
legjelentésebb 1j eredménye ezekre a szamokra vonatkozik. Alford, Granville
és Pomerance 1994-ben bizonyitottdk, hogy végtelen sok abszolit pszeu-
doprim létezik. SOt azt is megmutattak, hogy egy pozitiv & valds szamnal
nem nagyobb abszolit pszeudoprimek szdma nagyobb mint :L'%, ha x elég

nagy.

Feladatok

1. Legyen n = pq, ahol p és g kilonb6z6 péaratlan primek. Legyen
tovabba k az a legkisebb pozitiv egész, melyre n | (2% — 1). Bizonyitsuk be,
hogy ha k | (n—1), akkor n pszeudoprim, és a p—1, ¢ — 1 szdmok oszthatdok
k-val.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha p és ¢ kiillénb6z6 primek, melyekre
plETI-1) & gl -1,

akkor n = pq pszeudoprim.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha m és a > 2 pozitiv egészek, m pszeu-
doprim a vonatkozasidban és (m,a — 1) = 1, akkor aa7—11 is pszeudoprim a
vonatkozasaban.

4. Bizonyitsuk be, hogy ha p egy paratlan prim és a > 2 egy természetes
aP —

szam, melyre p [ (a — 1), akkor ?11 pszeudoprim a vonatkozdsdban.
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5. Legyen F,, = 22" 4+ 1 az n-edik Fermat-szam. Bizonyitsuk be, hogy
F, is és F,F,41 (n > 4) is szuper pszeudoprim, azaz minden Osszetett
osztéjuk pszeudoprim. (Hasznaljuk ki azt az ismert tényt, hogy F;, minden
primosztéja, és gy minden osztéja k2712 + 1 alakd.)

6. Bizonyitsuk be, hogy ha n harom kiilonb6z6 paratlan prim szorzata,
és minden p primtényezdjére (p—1) | (n—1), akkor n abszolit pszeudoprim.

7. Bizonyitsuk be, hogy 561 abszolut pszeudoprim.

8. Bizonyitsuk be, hogy ha p egy 40k+3 alakid prim, tovabba 5(p—1)+1
és 8(p—1)+1 is primek, akkor e hdrom prim szorzata abszolit pszeudoprim.
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5. Algebrai kongruenciak

Az algebrai egyenletekhez hasonléan definidljuk az algebrai kongru-
encidkat.

DEFINICIO. Legyen f(z) = ana™ + ap_12" '+ -+ a1z + ag € Z[z].
Az f(x) polinom modulo m foka n, ha a, Z0 (mod m). Ha a,, = a,,—1 =

=---=ap=0 (modm), akkor az f(z) polinomnak nem tulajdonitunk
modulo m fokot.

DEFINiC10. Legyen f(z) egy modulo m n-edfoki (n > 1), egész egyiitt-
hatés polinom. Az

(5.1) f(x)=0 (mod m)

kongruenciat n-edfoku egyismeretlenes algebrai kongruencidnak nevezziik.

DEFINICIO. Az zg egész szdmot (5.1) megolddsdnak nevezziik, ha

f(xg) =0 (mod m).

5.1. TETEL. Ha x¢ megoldédsa (5.1)-nek, akkor az Tg maradékosztély
minden eleme megolddsa (5.1)-nek.

B1zoNYITAS. Mivel 2o megoldés, ezért
(5.2) f(zo) = anxf + an,lﬂsg*l +--4+arg+ap=0 (mod m).

Legyen x1 € Tg. Képezve az f(x1) — f(xo) kiilonbséget, az

f(x1) = f(zo) = an(z] — 25) + an—l(mrfil — ngl) + - 4 ai(z — x0)

egyenlSséget kapjuk, amelybdl 2§ = x5 (mod m) (1 < k < n) miatt

f(@1) = f(z0) =0 (mod m),
azaz (5.2)-vel az

kongruencia kovetkezik. m

A fenti tétel alapjan bevezetjiik a (1ényegesen) kiilénb6zé megoldés fo-
galmat.
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DEFINICIO. Az (5.1) kongruencia 1 és xo megoldasat (1ényegesen) kii-
16nbozonek nevezzik, ha x1 # zo (mod m). Az (5.1) kongruencia megol-
désainak szamén az inkongruens megoldasok szamat értjiik.

Az algebrai kongruencidk megoldasanal — hasonldéan az algebrai egyen-
letekhez — fontos a kévetkez6 fogalom.

DEFIN{CIO. Az f(z) =0 (mod mq) ésag(z) =0 (mod msy) algebrai
kongruenciat ekvivalensnek nevezziik, ha ugyanazon egész szamok a meg-
olddsaik (persze ezek a szdmok mé&s-mdas maradékosztalyba tartozhatnak
modulo my, illetve modulo mgy szerint).

Linearis kongruenciak és linearis
kongruenciarendszerek

DEFINICIO. Az ax =b (mod m) algebrai kongruenciét, ahol
aZ0 (modm),

linearis kongruencidnak nevezziik.

A linedris kongruencidk megoldhatésagarol és a megolddsok szamérdl
sz6l a kovetkezo tétel.

5.2. TETEL. Az ax = b (mod m) linedris kongruencia akkor és csak
akkor oldhaté meg, ha (a,m) = d | b, tovabba ha megoldhatd, akkor az
inkongruens megolddsok szama d. Ha x¢ egy konkrét megoldas, akkor az
Osszes kiilonb6z6 (inkongruens) megoldas:

m m m
— 2—, ... d—1)—.
o, To + dax0+ d’ 7x0+( )d

BiZONYITAS. Legyen el6szor (a,m) = d = 1. Az Euler—Fermat-tétel
alapjan behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy az

T = a1
egész szam megolddsa az ax = b (mod m) kongruencidnak, ugyanis

a?™ =1 (mod m)
miatt

axg = aba® ™7t = pa?™ = (mod m).
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(Az 1.2. és az 1.12. Tétel alapjan a megoldhatisdg kérdése az 1 = (a,m) =
= axy, + my, linearis kombindcidkénti eloallithatosdgbol is bizonyithatd,
mivel ebben az esetben ax, =1 (mod m), és igy a(bx,) =b (mod m).
Azaz, xo = bx, egy konkrét megoldas.)

A megoldés egyértelmiiségét indirekt uton igazoljuk. Tegyiik fel, hogy
x1 és xo két inkongruens megoldéas, azaz

(5.3) arx1 =b (modm) és axg=b (mod m),

ahol 1 # x2 (mod m). (5.3)-bdl kapjuk, hogy azx; = axs (mod m),
amelybél (a,m) = 1 miatt 1 = x2 (mod m) kovetkezik, ami ellentmond
a feltételnek. Ez az ellentmondds bizonyitja a megoldéds egyértelmiiségét.

Legyen a tovédbbiakban (a,m) = d > 1, és foglalkozzunk elészor a tétel
sziikséges részének a bizonyitasaval. Ha xg egy megoldés, azaz axg = b
(mod m), akkor 1étezik olyan yo € Z, amelyre

axg + myg = b.
De ebbdl d | a és d | m miatt d | b kovetkezik.

A tétel elégséges részének a bizonyitasahoz tegytik fel, hogy d | b. Meg-
mutatjuk, hogy az

(5.4) ar =b (mod m)
és az
a b m

kongruencidk ekvivalensek. Legyen példdul xy megolddsa (5.4)-nek, azaz
axg =b (mod m), melybél d-vel osztva kapjuk, hogy

b
To = o (mod —),
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majd d-vel szorozva az
ary —b=cm

egyenléséget kapjuk, amely ekvivalens az ax{, = b (mod m) kongruencié-
val. Tehat x{, valéban megoldésa (5.4)-nek. Ugyanakkor (5.5)-nek,

(54

miatt, az el6z6ek alapjan pontosan egy inkongruens megoldasa van modulo
%, azaz ha xo megoldasa (5.5)-nek, akkor az (5.5)-6t és az ekvivalencia
miatt (5.4)-et is kielégits Osszes x egész szdmra

(5.6) x:xo+k‘%, ke Z.

Megmutatjuk, hogy az (5.6)-beli egészek barmelyike kongruens az

m

(57) $0,$0+m,---,$0+(d—1)d

d

egészek valamelyikével az m modulusra nézve. Ehhez k-t maradékosan oszt-
va d-vel kapjuk, hogy k =dg+r (0 <r <d-—1), ésigy

x:xo—l—k%:xg—i—(dq—l—r)%:xo—i—r%—i—qmzxo—i—r% (mod m).

A tétel teljes bizonyitasdhoz még meg kell mutatni, hogy az (5.7)-beli
egészek paronként inkongruensek modulo m. Tegyiik fel, hogy 1étezik olyan
1 és 7, amelyekre 0 < i < j<d—1¢és

xo +i% = 19 +j% (mod m).

Ebbdl kapjuk, hogy
m | =),

ami 1 < 5 — ¢ < d — 1 miatt lehetetlen. Ezzel tételiink minden allitasat
bebizonyitottuk. m

Megjegyezziik, hogy konkrét linearis kongruencia megoldasakor is cél-
szerli az el6z6 tétel bizonyitasaban leirtakat alkalmazni. Példéaként oldjuk
meg a kovetkezd kongruenciat:

(5.8) 6x =9 (mod 15).
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Mivel (6,15) = 3 | 9, ezért (5.8) megoldhaté. Az (5.8)-cal ekvivalens kong-
ruencia 2z =3 (mod 5), amelynek egyetlen megolddsa zop =4 (mod 5).
Igy (5.8) inkongruens megoldasai: xo =4, 1 = 4+5=9, 29 =4+2-5 = 14.

A tovabbiakban linearis kongruenciarendszerekkel foglalkozunk.

DEFIN{C1O. Legyen n > 1 és tekintsiik az

apx =b;  (mod mq)

asx = by (mod my)

(5.9)
anx =b, (mod my,)

kongruencidkat. A kongruencidk ezen rendszerét linearis kongruenciarend-
szernek (illetve szimultdn kongruencidknak) nevezziik. Egy x¢ egész szamot
a kongruenciarendszer megolddsénak nevezzik, ha a;z9 = b; (mod m;)
minden 1 <14 < n esetén. A megolddsokat szokds szimultdn megolddsoknak
nevezni.

E definicié alapjan (5.9) megoldhatdésaganak sziikséges feltétele, hogy
az a;x = b; (mod m;) kongruencia minden 1 < i < n-re megoldhaté
legyen. Ezért, ha egyenként megoldjuk az (5.9)-beli kongruencidkat (feltéve,
hogy megoldhatdk voltak), akkor mindegyikb8l x = ¢; (mod m;) alaku
kongruencid(ka)t kapunk, és igy (5.9) helyett elegendé az

x=c (mod my)

x=c (mod my)
(5.10)

x=c¢, (modmy)

tipust linedris kongruenciarendszer szimultan megoldasaival foglalkozni.

5.3. TETEL. Az

(5.11) c¢1 (mod my) }

co  (mod mg)

linedris kongruenciarendszernek akkor és csak akkor létezik szimultan meg-
olddsa, ha d = (my,m2) | (c1 —c2). Ha (5.11) megoldhatd, akkor a megoldds
modulo [my, mg]-re nézve egyértelmii.
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BizoNnyiTAs. Ha (5.11) megoldhatd, akkor 1étezik olyan xg egész szdm,
amelyre
my | (xo —c1) és ma | (g — c2).

De ebbél d = (mq1,m2) | m; (i =1,2) miatt

d|(xog—c1) és d| (xg—c2),
amibdl pedig d | (¢c; — c2) kovetkezik.

A bizonyitas mésodik részében tegyiik fel, hogy d | (c1 —¢2). Az x = ¢4
(mod m;) kongruencia nyilvan megoldhaté és a megoldédsok
x=c1+kmy (ke€Z)
alakuiak. Behelyettesitve ezt az x = ¢ (mod ms) kongruencidba, az
(5.12) r=c1+kmi =cy (mod my),
majd ezt atrendezve az
mik =co — 1 (mod may),

illetve a vele ekvivalens

My, _2"4 (mod @)

d
kongruenciat kapjuk. Az 5.2. Tétel szerint, (%, %) = 1 miatt az utéb-
binak egyetlen kg inkongruens megoldasa van modulo %, ezért minden
megoldés
(5.13) k= ko + t% (t € Z)

alakit. Igy (5.12)-bél és (5.13)-bél (5.11) szimultdn megoldasai:

mimsg
d

m
T =c1+ (k:o + t—Q) mi1 = c1+komi+t

d = c¢1+komi mod ([ml,mg]).

Mivel ko egyértelmiien meghatdrozott volt modulo “-re nézve, ezért ezzel
a megoldds egyértelmiisége is bizonyitott. (Természetesen kiilon, indirekt
médon is kénnyen igazolhat6 az egyértelmiiség.) m

Az el6z6 tétel n > 2 esetén is megfogalmazhato.
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5.4. TETEL. Az (5.10) linedris kongruenciarendszernek pontosan akkor
van szimultdn megolddsa, ha (m;,m;) | ¢; — ¢; minden 1 < i < j < n-re.
Ha (5.10) megoldhaté, akkor a megoldds modulo [mq, ma, ..., my]-re nézve
egyértelmi.

B1zONYITAS. A bizonyitast nem részletezziik, teljes indukciéval elvé-
gezheto. m

Példaként oldjuk meg az alabbi kongruenciarendszert:

3 (mod 5)
4 (mod 6)
2 (mod 4)

T
T
T

A megoldhatésag feltétele teljesiil, és az els6 kongruencia 0sszes megoldasa
x =345t (t € Z). Ezt a méasodikba helyettesitve kapjuk, hogy

3+5t=4 (mod 6),

amelyet megoldva t = —1 (mod 6), azaz t = —1 4 6u (u € Z) adddik.
Ezért az els6 két kongruenciabdl allé rendszer megoldasa

r=3+5t=3+5(—-14+6u)=—-2+30u (ueZ).
Most ezt behelyettesitve az x =2 (mod 4) kongruencidba kapjuk, hogy
—2+4+30u=2 (mod 4),

melyet megoldva u =0 (mod 2), azaz u = 2j (j € Z). Ezt is felhasznalva
a keresett megoldas:

x=-2430u=-2+605 (j€Z), vagyis z=—2 (mod 60).
Az (5.9) alaku kongruenciarendszer megoldasaval kapcsolatos az ugy-

nevezett kinai maradéktétel.

5.5. TETEL. Ha (5.9)-ben az my, ma, ..., m, modulusok pdronként re-
lativ primek, tovabbd (a;,m;) = 1 minden 1 < i < n-re, akkor (5.9)
tetszbleges b; (1 < i < n) egészek esetén megoldhatd, és a megoldas modulo
mims - - - Mp-re nézve egyértelmi.

B1zONYITAS. Az itt kozolt bizonyitds elénye, hogy szintén algoritmikus
jellegli, azaz konkrét feladatok megoldédsénal is alkalmazhaté. (Ez az oka,
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hogy nem az 5.4. Tétel specidlis eseteként idézziik.) Tekintsiik (5.9) helyett
az alabbi kongruenciarendszert:

aimiy =b;  (mod my)

asmby =bs  (mod my)
(5.14)

anmly =b, (mod m,)

fl

ahol m} = % (i =1,2,...,n). Mivel (a;m},m;) =1 (i = 1,2,...,n)
ezért (5.14) minden kongruencidja megoldhaté. Legyenek a kongruencidk
megoldasai rendre y1, Yo, ..., Y,. Megmutatjuk, hogy az

n

/
To = E m;Yy;

i=1

egész szam szimultan megolddsa (5.9)-nek. Ehhez helyettesitsiik zo-t (5.9)
i-edik (i =1,2,...,n) kongruencigjaba. Ekkor kapjuk, hogy

aiTo = a;miys + -+ aimiy; + -+ amly, =
=0+---04+b;+04+---4+0=10; (modmi),

hiszen mj, definiciéja miatt m; | m), ha i # k és (5.14) alapjén a;mly; = b;
(mod m;). Ebbél mér kovetkezik, hogy xg valéban szimultdn megolddsa
(5.9)-nek.

Az egyértelmiiségre vonatkozo részt indirekt uton bizonyitjuk. Tegyiik
fel, hogy x1 és xo szimultdn megoldésa (5.9)-nek, de

1 Z# o (mod mymg - --my,),

azaz
arx1 =by  (mod my) a1xe =by  (mod my)
asx; = be  (mod my) asxs = be  (mod mg)
és
anr1 =b, (mod my) anre = b, (mod m,)
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Az azonos sorokban 1év6 kongruenciak kivonasaval kapjuk, hogy

a1(r1 —x2) =0 (mod my)

az(r1 —x2) =0 (mod my)

an(r1 —x2) = (mod my,).
Mivel (a;,m;) = 1 minden 1 < i < n-re, ezért

x1 =22 (mod my)

x1 =22 (mod mg)

x1 =x2 (mod my,),

amelybdl a 3.2. Tétel (c) pontja és [m1,ma,...,m,] = mimsg---m, mi-
att 1 = x9  (mod myms - --my) kovetkezik. Ez ellentmond az indirekt
feltevésiinknek, ezért a tétel allitasa igaz. m

A tételben lefrt megoldési algoritmus illusztraldsara oldjuk meg a ko-
vetkez6 kongruenciarendszert:

3z =4 (mod 5)
(5.15) 5 =6 (mod7)
6x =8 (mod 11)

A kongruenciarendszer kielégiti a kinai maradéktétel feltételeit, tehat meg-
oldhaté. A tételbeli jeloléseket hasznalva:

my=7-11=77, my=5-11=55 é mjs=5-7=35.
A kiilon-kiilén megoldandé kongruencidk és megoldasaik:

3-77y=4 (mod 5), y1 =2 (mod 5),
5-55y =6 (mod 7), y2 =3 (mod 7),
6-35y =8 (mod 11), y3s =8 (mod 11).

Igy (5.15) egyetlen szimultdn megolddsa modulo 5 -7 - 11 = 385:
xog="T7-24+55-34+35-8=—17 (mod 385).
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Magasabb foku kongruenciak

Tekintsiik az
(5.16) f(z) =0 (mod m)

n-edfokd (n > 1) algebrai kongruenciat. Annak eldontésére, hogy (5.16)
megoldhaté-e, illetve a megoldasok tényleges meghatarozasara mindig al-
kalmazhaté egy véges algoritmus, tudniillik a modulo m egy teljes reprezen-
téansrendszerének (5.16)-ba valé helyettesitése. Persze, nagy n és m esetén
ez még szamitogéppel is sok munkat igényel. Ezért célszerii olyan eljarast
keresni, amellyel csékkenthet6 a modulus, illetve a kongruencia fokszama.
Ezt az alabbi, tgynevezett redukcios eljarasokkal érjiik el.

1. Az egyutthaték redukcidja. (5.16)-ban valamennyi egyiitthat6t
helyettesitjik a vele kongruens legkisebb abszolit értékii egésszel. Ezzel el-
érhetd, hogy az

f(@)=anz" +ap_12" '+ +ax+ap=0 (modm)
kongruencidban az a; egyiitthatéra |a;| < % (0 < i < n). A tovabbiakban
(5.16) mar legyen ilyen alak.

2. A modulus redukciéja. Legyen az m(> 2) modulus kanonikus
alakja

a1, 2

m=pyipy’ P,
ahol 1 < a; (1 <i <r). Megmutatjuk, hogy (5.16) és az

f(z)=0 (mod pi")
flz)=0

(mod p5?)
(5.17)

f(z) =0 (mod p;)

kongruenciarendszer ekvivalens. Ugyanis, ha xy megoldasa (5.16)-nak, azaz
f(zo) =0 (mod m), akkor p;* | m (1 < i < r) miatt ¢ megoldasa (5.17)-
nek is. Ha pedig egy z(, megoldésa (5.17)-nek, akkor megoldasa az f(z) =0
(mod m) kongruencidnak is (14sd: 3.2. Tétel (c) pontja). Ha (5.17)-ben az
f(x) =0 (mod p;*) (i =1,2,...,r) kongruencidkat kiilon-kiilén megold-
juk (feltéve, hogy megoldhatdk), és a megoldasokat c¢;-vel jeldljik, akkor
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(5.17) egy szimultdn megoldasat az

x=c (mod p)
(5.18)

x=c¢. (mod pim)

linearis kongruenciarendszer szimultan megoldasa adja. Természetes, hogy
(5.17) Gsszes megoldasat megkapjuk, ha megoldjuk az Osszes, az elébbiek
szerint el6allé (5.18) tipusi linedris kongruenciarendszert. (Ha az f(z) =0
(mod pg'*) kongruencidnak j; darab megoldasa van, akkor Gsszesen jijs - - - jr
darab (5.18) tipust kongruenciarendszert kell megoldani.) De az 5.4. Tétel
szerint, az (5.18) tipusu kongruenciarendszerek mindig megoldhatdék (1évén
(p;’i,p?j) = 1 minden 1 < i < j < r-re), ezért (5.17) megoldhatdsiga és a
megoldasok elballitasa attdl fiigg, hogy az

(5.19) f(x) =0 (mod p;)

kongruencidk megoldhatdk-e, és ha igen, akkor meg tudjuk-e adni az Osszes
megoldasét. Ezzel (5.16)-ot visszavezettiik olyan kongruencidk megoldha-
tésaganak vizsgdlatara és tényleges megoldédséara, ahol a modulus egyetlen
primszam hatvanya.

Foglalkozzunk tehat az

(5.20) f(z)=0 (mod p®)

tipust kongruencidkkal, ahol p primszdm és o > 2 egész szdm. (5.20) 2’
megoldasait a modulus miatt célszert

(5.21) ¥ =x04+x1p+ TP+ -+ Ta1p* L

alakban keresni. Feladatunk az xq, 1, ..., Tq_1 egészek meghatarozisa. Ha
(5.21) megoldasa (5.20)-nak, akkor

f@)=an(zo+zip+ -+ T0o1p® "+ +
+ al(wo +xip+---+ xa,lpa_l) +ap=0 (mod pa)7

amelybél f(2') = an2§ + an_12y '+ +a1z0 +ag =0 (mod p), azaz

f(zo) =0 (mod p)
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kovetkezik. Igy lathato, hogy (5.21)-ben zg az
(5.22) f(x)=0 (mod p)

kongruencia megoldasa. Vegytik észre, hogy (5.22) mar primmodulusi kong-
ruencia.

Legyen a tovdbbiakban x egy lehetséges megoldasa (5.22)-nek és hata-
rozzuk meg ezen x( esetén az (5.21)-beli z1-et. Nyilvanval6, hogy ebben az
esetben a > 2 ¢és f(2') =0 (mod p®)-bdl f(z') =0 (mod p?) kévetkezik.
A binomidlis tétel alkalmazasdval ekkor

0= f(z')

fxo+zp+ -+ 20 1p* 1) =

(5.23) 2

= f(zo +21p) = f(20) + z1pg1(z0) (mod p7),

ahol g1(x) egy alkalmas egész egyiitthatds polinom, és igy g1(xg) egy egész
szam. Mivel f(zg) = 0 (mod p), azaz p | f(xg), ezért (5.23)-bdl kapjuk,
hogy

(5.24) ‘f(;()) +g1(z0)r1 =0 (mod p).

Ez utébbi szerint x1 egy, a levezetésbol adédd konkrét primmodulusi lineéris
kongruencia megoldasa (feltéve, hogy megoldhatd).

Legyen a tovabbiakban x; egy lehetséges megoldésa (5.24)-nek és hata-
rozzuk meg az eddig ismert z( és x1 egészekhez a (5.21)-beli zo-t. Nyilvan-
valé, hogy ebben az esetben o > 3 és f(z') =0 (mod p*)-bdl f(z') =0
(mod p?) kovetkezik. Ekkor

0=f(2")=f(zo+zip+ -+ »’Uaflpa_l) = f(=o +$1p+$2p2) =

(5.25) ] )
= f(wo + z1p) + x2p~ga(wo + 21p) (mod p°),

ahol go(x) egy alkalmas egész egyiitthatés polinom. Mivel f(zg + z1p) =0
(mod p?), azaz p? | f(xo + z1p), ezért (5.25)-bdl kapjuk, hogy

To+x
f(op21p) + g2(z0 + 21p)z2 =0 (mod p).

Léathato tehat, hogy xo is egy, a levezetésbol adédé konkrét primmodulusi
linedris kongruencia megoldasa (feltéve, hogy 1étezik megoldas).

Moédszertinket hasonléan folytatva, primmodulusi linearis kongruenci-
ak megoldasaiként megkapjuk az x3,xy4,...,Tq_1 egészeket is.

78



Osszegezve az eddigieket lathatjuk, hogy az f () =0 (mod p*) kong-
ruencia megoldédsat visszavezettiikk az f(x) = 0 (mod p), illetve egy sor
linedris kongruencia megoldéséara. (Természetesen, ha az f(z) =0 (mod p)
nem oldhat6 meg, vagy ha az eljarasban szerepld valamely x; mint megoldés
nem létezik, akkor az f(x) =0 (mod p®) kongruencia nem oldhaté meg.)

Foglalkozzunk most az f(x) = 0 (mod p) tipusi kongruencidkkal,
ugyanis ekkor a kis Fermat-tétel segitségével a fokszam redukcidja is le-
hetséges.

3. A fokszam redukcigja. Legyen p egy primszam és
F@)=0 (mod p)
egy legalabb p-edfokd kongruencia, azaz,
(5.26) f(@) =an2" + ap_12" '+ -+ a1z +a =0 (mod p),

ahol a,, Z 0 (mod p) és n > p. Legyen tovabba i(> p) egy egész szdm.
Ekkor a maradékos osztéds tétele (lasd 1.1. Tétel) szerint létezik olyan k; és
r; egész szam, amelyekre ¢ = k;p 4+ r;, ahol 0 < 7r; <p—1. Mivel ¢ > p > 2
miatt k; > 1, ezért

(5.27) t=kip+r; >k24r; >k +r;.

Tudjuk tovdbbd, hogy a kis Fermat-tétel szerint 2 =z (mod p) barmely
x € Z-re ezért, ha i > p, akkor

zt = PPt = (gP)kigri = ghitri (mod p).

Ez utébbi szerint az (5.26) kongruencidban z* (i > p) mindig helyettesithetd
xFitriovel, ahol (5.27) szerint k; + r; < 4. Ha k; +r; > p, akkor tjabb
maradékos osztassal — hasonléan az el6bbihez — tovabb csokkentjik a
kitevot. Mindaddig alkalmazzuk ezt az eljarast, amig a kitevo nem lesz
kisebb, mint p. Ha ezt az algoritmust alkalmazzuk (5.26) minden olyan a;x
tagjara, ahol i > p, akkor lathatd, hogy (5.26) ekvivalens az

(5.28) fi(x) =bp12? !V + by 0xP 2+ + bz +bp =0 (mod p)
legfeljebb (p — 1)-edfoku, vagy az azonosan nulla (b,—1 =b,_0 =--- =b; =
=bp =0 (mod p)) kongruencidval, ahol a b; (i = 0,1,...,p — 1) egylitt-

hatdok az el6bbi eljarasbdl és az azonos foku tagok Osszevonasabdl adédnak.
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Megjegyezziik, hogy ha az (5.28) kongruencidban p > 2 és by # 0
(mod p), azaz x = 0 (mod p) nem megoldasa (5.28)-nak, akkor — a kis
Fermat-tétel zP~1 =1 (mod p) alakja szerint — (5.28) tovabb redukalhaté
egy legfeljebb (p — 2)-edfoku kongruenciéra.

Az (5.26)-beli primmodulusi kongruencidk inkongruens megoldasainak
szamara vonatkozik az alabbi, igynevezett fokszamtétel.

5.6. TETEL. Az f(z) = 0 (mod p) primmodulusi n-edfoki kongru-
encianak legfeljebb n inkongruens megolddsa van (ellenkez6 esetben f(x)
azonosan nulla polinom modulo p).

B1zONYITAS. A bizonyitdst a fokszamra nézve teljes indukciéval végez-
ziikk. Ha a fokszam egy, akkor (5.26)
ar+b=0 (mod p)

alakd, ahol @ # 0 (mod p). A linedris kongruencidkndl tanultak szerint
(lasd 5.2. Tétel) ennek pontosan egy inkongruens megoldasa van, azaz n = 1-
re igaz a tétel éllitdsa. Tegyilik fel, hogy a legfeljebb n — 1(> 1)-edfokui
primmodulusu kongruencidknak legfeljebb n — 1 inkongruens megoldasuk
van, és bizonyitsuk az allitdst n-re. Azokra az f(x) =0 (mod p) n-edfoki
kongruencidkra, amelyek nem oldhaték meg, igaz az allitas. Legyen most az
f(x) =0 (mod p) n-edfoki kongruencia megoldhaté, azaz létezzen olyan
x1 € Z, amelyre

(5.29) f(z1) =0 (mod p).
Képezve az f(x) — f(x1) kiillonbséget kapjuk, hogy
f(x) = f(z1) = an(@” — 27) + an_1 ("' — x?*l) + - tar(z —x1),

’ @) = f(a1) = (& — 21)g(x),

ahol g(x) egy alkalmas egész egyiitthatés polinom, melynek foka n — 1.
Tekintsiik az

f(@) = f(z1) = (x — 21)g9(z) (mod p)
kongruenciat, amely (5.29) miatt

(5.30) f(z) = (z—21)9(z) (mod p)

alakban is irhaté. Ha az f(z) = 0 (mod p) kongruencidnak lenne n + 1
inkongruens megoldésa, akkor (5.30) és p prim volta miatt a

g(z) =0 (mod p)
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kongruencianak is lenne n inkongruens megoldésa, de a g(z) =0 (mod p)
egy (n — 1)-edfoki kongruencia, és igy ellentmonddsra jutnank az indukcids
feltevéstinkkel. m

Megemlitjiik, hogy a fokszamtétel kovetkezményeként egy djabb bi-
zonyitast adhatunk a Wilson-tétel (lasd 3.17. Tétel) elégséges feltételére.
Definialjuk az f(z) polinomot a kévetkezé médon:

f@)y=a"" —1—(@-1)(@-2)(x—(p—1)),
és tekintsiik az
(5.31) f(x)=0 (mod p)

kongruenciat, ahol p > 2 primszam. A kis Fermat-tétel alapjan lathatd,
hogy (5.31) inkongruens megoldasai az

1,2,3,...,p—1

szamok, holott az (5.31) kongruencia fokszdma p — 2, mert a szorzasok
és Osszevonasok elvégzése utan xP~! egyiitthatdja 0. Ezért a fokszdmtétel
szerint (5.31)-nek azonosan nulla kongurencidanak kell lennie, azaz (5.31)-ben
az f(x) minden egyiitthatéja oszthatd p-vel. gy pl. f () konstans tagja is.
De (5.31)-ben f(x) konstans tagja —1 + (—1)P(p — 1)!, és ezért

—14+(-1)P(p—1!'=0 (mod p).
Ebbél p > 2, azaz p paratlan volta miatt kapjuk, hogy
(p—D!'=-1 (mod p).

(p=2esetén most is (2—1)!=1= -1 (mod 2) miatt igaz az allités.)

Az el6z6ekben lattuk, hogy minden p primmodulust kongruencia re-
dukalhaté egy legfeljebb (p—1)-edfokira, tovabbé ha a nulla nem megoldés,
akkor egy legfeljebb (p — 2)-edfokid kongruencidra is. Ha a nulla megoldas,
akkor ezt a késébbiekben kizarva, szintén lehetséges egy maximum (p —
2)-edfokira valé redukcié. Ezért elegendé a maximum (p — 2)-edfokd p
primmodulusti kongruencidk megoldhatdsagaval foglalkozni. Ezzel kapcso-
latos a kovetkez6 — Koénig Gyulatdl és Rados Gusztavtol szarmazé — bi-
zonyitas nélkiil kozolt tétel.
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5.7. TETEL. Legyen f(x) = ap_22P"2 + -+ + a1x + ag € Z[z], ahol
ag Z0 (mod p), p > 2 primszam és jelolje M az alabbi ciklikus matrixot:

ap—2 Gap-3 QAaAp—4 - 41 ao
ag Gp—2 QAp_3 -+ 42 a1
M = . . . . . . )
p—3 Qp—yg QAp—5 -+ Qo 0Ap—2

amelynek rangja legyen r. Az
f(z)=0 (mod p)

kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg, ha det(M) =0 (mod p), és
ha megoldhato, akkor az inkongruens megoldasok szama p — 1 — r.

Ennek a tételnek els6sorban elméleti jelentosége van, ugyanis az M
matrix-szal kapcsolatos determinans és rangszamitds nagyon munkaigényes
lehet, ugyanakkor a tényleges megoldéasokat e tétel alapjan nem lehet megha-
tarozni. Ezért az esetek tobbségében egyszeriibb a mod p maradékosztalyok
egy teljes reprezentansrendszerét behelyettesiteni az f(x) = 0 (mod p)
kongruenciaba, és igy meghatarozni a konkrét megoldasokat.

Példaként oldjuk meg az

(5.32) flz) =242 +2x—-2=0 (mod 20)

kongruenciat. A megoldas sordn a redukcids eljarasban leirtaknak megfele-
16en jarunk el. Mivel 20 = 22 - 5, {gy (5.32) ekvivalens az

(mod 22) }

(5.33) 0
' f(z)=0 (mod 5)

kongruenciarendszerrel. Foglalkozzunk az f(x) =0 (mod 22) és az f(x)
=0 (mod 5) kongruencidk kiilon-kiilon térténé megolddséval.

Az f(xr) =0 (mod 2?) kongruencia megoldésit z = zg + 221 alakban
keressiik. Az el6z6ek alapjan tudjuk, hogy xo megolddsa az

(5.34) f(z)=0 (mod 2)

kongruencidanak. Az (5.34) zo, = 0 és zp, = 1 megolddsai egyszerii behe-
lyettesitéssel adédnak. Ha az x = x¢ + 2x1-be g = xo,-et helyettesitiink,
akkor az

f(x)=f(04+221) =0 (mod 4)
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kongruenciat kell megoldani, hogy megkapjuk x1-et. Ekkor
f(z) = f(2x1) = 823 + 422 + 42, —2=0 (mod 4),

amely —2 # 0 (mod 4) miatt nem oldhaté meg, azaz xy, = 0-hoz nem
létezik olyan x1, amellyel x = xg, + 221 megoldédsa lenne az f(x) = 0
(mod 2?) kongruencidnak. Legyen most z = xg, + 2z alakd, és igy az

f(z) = f(1+22;) =825 + 1627 + 1421 +2=0 (mod 4)
kongruenciat kell megoldani. Ez ekvivalens a

2x1+2=0 (mod 4),
illetve az
1 =-1 (mod 2)

kongruencidval. Igy az f(z) =0 (mod 4) kongruencia egyetlen megoldasa
az
x=142x;=-1 (mod4).

Az f(x) =0 (mod 5) kongruencia x = —2 (mod 5) egyetlen megolddsat

a 0, +£1, +2 egészek behelyettesitésével nyerjiik. Még meg kell oldani az
(5.33)-mal ekvivalens

(5.35) =—1 (mod 4) }

= -2 (mod 5)
linedris kongruenciarendszert. (5.35) els6 kongruencidjanak
(5.36) z=-1+4t (t€Z)
megoldasait az (5.35) masodik kongruencidjaba helyettesitve kapjuk, hogy
r=—-1+4t=-2 (mod5),
innen pedig 4t = —1 (mod 5), azaz t = 1 (mod 5). Ezért ¢t = 1 + 5u
(u € Z) alaku, melyet (5.36)-ba behelyettesitve kapjuk, hogy

r=—-14+4(1+5u)=—-14+4+20u =3+ 20u, azaz =3 (mod 20)
az (5.32) kongruencia megoldésa.
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Binom kongruenciak

Az algebrai egyenletek megoldasandl lattuk, hogy az tigynevezett binom
egyenletek megoldhatdsagara és a megolddsok szamara vonatkozd kérdések
teljes egészében tisztazhatok. Teljesen hasonlé a helyzet az alabbi binom
kongruenciak esetén.

DEFIN{CIO. Az
(5.37) az® =b (mod m)
kongruencidt, ahol a Z 0 (mod m) és k € N1, k-adfokd binom kongru-

encianak nevezzik.

Az y = z¥ helyettesitéssel (5.37)-b6l az ay = b (mod m) linearis kong-
ruenciat kapjuk, amelynek az 5.2. Tétel szerint akkor és csak akkor van
megoldasa, ha (a,m) = d | b, és ekkor a megoldasok az

a b m

g/ =g (mod )
kongruencia megolddsaival azonosak. Ez utobbi yy megoldasat kénnyen fel-
irhatjuk az Euler—Fermat-tétel segitségével, ugyanis (%, %) = 1 miatt

b(a)w(%)—l m
d

o= (mod E)

Ebbdl lathatd, hogy (5.37) helyett elegendd az
(5.38) " =9y (mod m),

tipusd kongruencidkkal foglalkozni, amelyek megoldasa, mint azt az el6zo
részben lattuk, 1ényegében primmodulusi kongruencidk megoldaséara vezet-
het6 vissza. Ezek koziil is a legegyszeriibbek az m = p és yg = 1 esetben
kapott

(5.39) ¥ =1 (mod p),

primmodulusu binomkongruenciak, ahol feltehetd, hogy 1 < k <p — 1.

Mivel (5.39) nyilvanval6an megoldhat6, azaz létezik olyan a € Z, amely-
re (a,p) = 1 és a® =1 (mod p), példdul =z = 1, ezért bevezethetjiik a
kovetkezo fogalmat.
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DEFINICIO. Legyen (a,p) = 1 és p primszam. Azt a legkisebb pozitiv k
egész szamot, amelyre a* = (mod p), az a egész szam rendjének nevezziik
modulo p. (Azt is szoktdk mondani, hogy a a k kitevéhoz tartozik modulo
p.)

5.8. TETEL. Legyen a rendje k modulo p.

(a) Haoa™ =1 (mod p), akkor k | n (n € N);

(b) k| (p—1);

(c) hai,j € N, gy a' =a’ (mod p), akkori=j (mod k).

BiZONYITAS. Az (a) rész bizonyitdsdban n-et maradékosan osztva k-val
kapjuk, hogy

n=kq+r, ahol goreN é 0<r <k.
Ekkor igaz az alabbi kongruenciasor:
1=a" =d"™" = (a")%" =a" (mod p).

Ha 0 <r <k, akkor a” =1 (mod p) ellentmondana k minim4lis voltanak,
ezért r = 0, azaz k | n valéban teljesiil.

A (b) és (c) 4llitas kovetkezménye az (a) résznek, ugyanis (a,p) = 1
esetén a kis Fermat-tétel szerint a?~! = 1 (mod p), illetve példdul i > j
esetén a® = a’ (mod p)-béla’™7 =1 (mod p) kivetkezik, és {gy (a) miatt
Eli—j. nm

E tétellel kapcsolatban megjegyezziik, hogy a kis Fermat-tétel szerint
barmely a ((a,p) = 1) egésznek van rendje modulo p, amely nem nagyobb,
mint p — 1, tovdbbé a rend csak p — 1 osztdi koziil keriilhet ki.

Erdemes hangsilyozni, hogy a rend ugyancsak a maradékosztaly és nem
az egyes reprezentans egyedi tulajdonsdga. Err6l szol az aldbbi tétel.

5.9. TETEL. Haa=b (mod p) és a rendje k modulo p, akkor b rendje
is k modulo p.

BizoNYITAs. Tegyiik fel, hogy b rendje ¢t és k < t. Dea=b (mod p)-
bél a* = b*  (mod p) kévetkezik, és igy a* = 1 (mod p) miatt v* = 1
(mod p) is teljesiil. Ez utébbi viszont ellentmond annak, hogy b rendje t.
Természetesen a t < k feltételezéssel szintén ellentmondésra jutunk, ezért
k=t.nm

5.10. TETEL. Ha a rendje k modulo p, b rendje t modulo p és (k,t) =1,
akkor ab rendje kt modulo p.
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BIZONYITAS. Az a* =1 (mod p) és b' =1 (mod p) kongruencidk
miatt
(ab)™* = a™ bt = (a®)'(B)* =1 (mod p),

azaz, ha ab rendje j modulo p, akkor az 5.8. Tétel szerint j | tk. Mivel
(k,t) =1 és j | tk, ezért az 1.25. Tétel szerint j = t1ky, ahol ¢y |t és ky | k.
Tegyiik fel példaul, hogy k1 < k. Az aldbbi kongruencidk szerint

t
t

1= (ab)kltl% =ad"' (bR = g™t (mod p),

1= ((ab)?)

és ezért (lasd 5.8. Tétel) k | kit, amelybdl (k,t) = 1 miatt a k | k1 ellent-
mondas kovetkezik. Ezzel bizonyitottuk, hogy k = k;. Hasonléan nyerhetd,
hogy t =11, azaz ab rendje kt modulo p. m

5.11. TETEL. Ha az a1, as, ... ,a, egészek rendje rendre ki, ko, ..., ky
modulo p és (k;, k;) =1 minden 1 < i < j < n-re, akkor ajas - - - a, rendje
kiks - - -k, modulo p.

B1zONYITAS. Az eléz6 tételt haszndlva, teljes indukciéval bizonyitha-
tunk. m

A tovéabbiak miatt fontos az aldbbi, szintén a renddel kapcsolatos tétel.
5.12. TETEL. Ha a rendje kt modulo p, akkor a* rendje t modulo p.

BI1zZONYITAS. Mivel
(a®)'=a" =1 (mod p),

ezért elegendd belatni, hogy 1 < r < t esetén (a*)” # 1 (mod p). Ez
viszont nyilvanvald, ellenkez6 esetben ugyanis

a*" = (a*)" =1 (mod p),

ahol kr < kt, amely ellentmond a rendjének. m

Az 5.8. Tétel (b) része szerint egy egész szam rendje modulo p csak
p— 1 osztéja lehet. Bizonyithat6 ennek a megforditasa is, azaz, ha k | (p—1)
(k > 1), akkor létezik olyan a egész szam, amelyre (a,p) = 1, és a rendje k
modulo p. Mi csak a k = p — 1 specialis eset bizonyitasaval foglalkozunk.

5.13. TETEL. Létezik olyan g egész szam, amelyre (g,p) = 1, és g rendje
p — 1 modulo p.
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BizoNYiTAS. Ha p = 2, akkor barmely paratlan egész szam vélaszthaté
g-nek, ugyanis ¢ =2l +1 =1 (mod 2). A tovdbbiakban feltessziik, hogy
p > 3. Jeloljeaz 1,2, ..., p—1rendjét rendre 91, d2, ..., d,—1. Legyen tovabba

6= [51’ 523 o 76])—1]7
és 0 kanonikus alakja legyen
§=ppg*py (021, 1<i<r).

Az 5.8. Tétel szerint 6; | (p — 1) (1 <i < p— 1), ezért nyilvanvald, hogy

a1, X2

§=pi'py?---prr | (p—1).

A 0 legkisebb koz0s tobbszoros primtényezds alakjabdl kovetkezik, hogy az
1,2,...,p — 1 egészek kozott 1éteznek olyan by, bo, ..., b, egészek, amelyek
rendje modulo p rendre pSqy, pS>qs, - . ., p2 g, alakidak, ahol ¢; | -3 (1 <

p; "
<i<r). Az 5.12. Tétel szerint, ekkor a b, 03> ... b% rendje modulo p
rendre p*,po?,...,ptr. Az 5.11. Tétel szerint (p?i,p;yj) =1(1<ic<
< j <r) miatt bI'b2*---bI rendje p'py?---pir = §, azaz, bevezetve a

g= b‘{l bg2 - b1 jelolést
96 = (mOd p)'

Az 5.8. Tétel (b) része szerint ebbdl kapjuk, hogy
(5.40) d(p—1).

Mivel i (1 <4 < p—1) rendje §;, ezért i% =1 (mod p). Mindkét oldalt 5%
hatvanyra emelve kapjuk, hogy

()% =i =1 (mod p),

azaz i = 1,2,...,p — 1 megoldasai az 2° =1 (mod p) kongruencidanak. A
fokszam tétel (1asd 5.6. Tétel) szerint ekkor

(5.41) §>p—1.

(5.40)-b6l és (5.41)-bél & = p — 1 kovetkezik, azaz a fenti g rendje p — 1
modulo p. n

DEFINICIO. A ¢ egész szamot primitiv gyoknek nevezziik modulo p, ha
(g,p) =1, és g rendje p — 1 modulo p.
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Példaul p = 7 esetén g = 3 primitiv gyok modulo 7, mivel

3'=3 (mod7), 3'=4 (mod 7),
32=2 (mod 7), 3°=5 (mod 7),
33=6 (mod 7), 3=1 (mod 7).

Megjegyezziik, hogy ha g primitiv gy6k modulo p és ¢ = ¢ (mod p),
akkor az 5.9. Tétel szerint ¢ is primitiv gyok modulo p.
A primitiv gyokokkel kapcsolatban nagyon fontos az alabbi tétel.

5.14. TETEL. Ha g primitiv gyék modulo p, akkor a

(5.42) gt .. P2

egész szamok redukalt maradékrendszert alkotnak modulo p.

BI1ZONYITAS. p = 2 esetén az &llitds trividlis, ezért feltessziik, hogy
p > 3. A 3.9. Tétel szerint igaz az allitds, mivel az (5.42)-beli egészek szdma
p— 1, relativ primek p-hez, tovabba paronként inkongruensek modulo p. Ez
utébbit indirekt médon igazoljuk. Tegyiik fel, hogy létezik olyan 0 < i <
<j<p-2 amelyre ¢/ = ¢' (mod p). Az 5.8. Tétel (c) része szerint ekkor
j=1i (modp—1),azaz (p—1) | (j —i). De ez ellentmondés, mivel 1 <
<j—-i1<p-2.nm

E tétel szerint, ha ¢ primitiv gyék modulo p és (a,p) = 1, akkor
egyértelmiien 1étezik egy i (0 < i < p—2) természetes szam, amelyre g* = a
(mod p). Ez ad lehetéséget a kovetkezd definicidra.

DEFINiC1O. Legyen g primitiv gyok modulo p és (a,p) = 1. Az a egész
szdm g alapi modulo p indexének nevezziik és ind,a-val jeloljikk azt a
legkisebb természetes szdmot, melyre

indg a

g =a (mod p).

E definicié emlékezetet a logaritmus definicidéjara, és ezért szokds az
indexet diszkrét logaritmusnak is nevezni. A logaritmus ismert tulajdonsé-
gaihoz hasonldak az index aldbbi tulajdonsagai.

5.15. TETEL. Legyenek g és q primitiv gyokok modulo p, tovdabba legyen
(a,p) = (b,p) =1 és k € N. Ekkor

(a) indg(ab) =indyja+indg b (mod p — 1);

(b) indya® = kindga (mod p — 1);

(c) indga = (indg a)(indg ¢) (mod p —1).
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Bi1zONYITAS. A bizonyitds az index definicidja alapjan konnyen elvé-
gezhetd. Alljon itt példdul a (c) rész igazolasa.

Legyen A = indgja, B = indja és C' = ind, q. Az index definici6ja
szerint ekkor

g*=a (modp), ¢®=a (modp) é ¢°=¢q (mod p),

amelybol kapjuk, hogy

Ebbél az 5.8. Tétel (c) éllitdsa szerint A = BC' (mod p — 1) kovetkezik,
amely a bizonyitandé allitast adja. m

E fejezet végén konkrét indextablazatok talalhatok, mig itt eléallitjuk
ap=7és g =3 esetnek megfelels tablazatot. A

3=1 (mod7), 33=6 (mod 7),
3' =3 (mod7), 3'=4 (mod 7),
32=2 (mod 7), 3°=5 (mod 7),

3°=1 (mod 7)

kongruenciakbdl lathatd, hogy g = 3 valéban primitiv gyok modulo 7, és az
indexek is leolvashatok:

szamok (1123|4516
indexek [02|1]4]5|3

indexek [0]1|2]3(4|5
szamok [1(32(6|4|5

Adott p modulus esetén természetesen annyi indextabldzat készithetd,
ahany inkongruens primitiv gyok 1étezik modulo p. Az egyes tablazatok ko-
zOtt az 5.15. Tétel (c) része alapjan talalunk kapcsolatot, ezért dltaldban
csak a legkisebb pozitiv primitiv gyokkel mint indexalappal szokés elkészi-
teni az indextabldzatokat.

Az inkongruens primitiv gyokok szdmaéara vonatkozik az aldbbi tétel.

5.16. TETEL. A modulo p inkongruens primitiv gyokok szdma ¢(p—1).
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B1zoNYITAS. Legyen g primitiv gyok modulo p, és tekintsiik a

g .. "2

redukélt maradékrendszert modulo p. Megmutatjuk, hogy ¢* (0 < i < p—2)
akkor és csak akkor primitiv gy6k modulo p, ha (i,p — 1) = 1, és igy az
inkongruens primitiv gyokok szama valéban ¢(p — 1).

Legyen el6szor (i, p—1) = d > 2. Ekkor léteznek olyan k és t természetes
szamok, amelyekre i = kd, p—1=dt (0<k<iés0<t<p—1). Mivel

() = g"*7 = (") =1 (mod p),

igy a t lehetséges értékei miatt g* nem lehet primitiv gyék modulo p.
Ha viszont (i,p—1) =1 és

(gi)h =1 (mod p)

valamely 1 < h < p — 2-re, akkor g primitiv gyok volta miatt (p — 1) | ih.
De (i,p — 1) = 1 miatt, ebbdl (p — 1) | h kovetkezik, amely ellentmond az
1 < h < p— 2 feltételezésnek. Ezért h > p—1és (¢")P~! =1 (mod p)
miatt ¢’ valéban primitiv gyék modulo p. m

Most térjiink vissza az ¥ = a (mod p) tipust kongruencidk megold-

hatésdganak vizsgalatara, ahol a € Z, k € NT és p primszam.

5.17. TETEL. Az 2% = a (mod p) (p{ a) kongruencia akkor és csak
akkor oldhaté meg, ha

(5.43) (k,p—1)|indg a,
vagy ami ezzel ekvivalens, ha
(5.44) a®r D =1 (mod p).

Ha megoldhatd, akkor az inkongruens megolddsok szama (k,p — 1).

Bi1zoNY{TAS. Az index definiciéja szerint az x* =

encia

a (mod p) kongru-

(gindgac)k = gindga (mod p)

alakban is irhatd, amelybdl az 5.8. Tétel (c¢) része alapjan kapjuk, hogy
kindgz =indga (mod p—1).
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Ez utébbi ind, z-szel mint ismeretlennel egy linedris kongruencia, amely az
5.2. Tétel szerint akkor és csak akkor oldhaté meg, ha (k,p — 1) | ind, a, és
az inkongruens megolddsok szama (k,p — 1).

A tovabbiakban elegendé megmutatni, hogy az (5.43) és az (5.44)
allitasok ekvivalensek. Az index és a primitiv gyok definicidja miatt (5.43)-
bdl kovetkezik (5.44), ugyanis

indg a

QT = (g™ o) G (¢ ") ®»D =1 (mod p).

Ha (5.44)-bél indulunk, akkor

(p—1)indg a

_ . -1
1 =a®rD = (gmdg “) @D _ g ®p=1D (mod p).
Mivel g primitiv gyok modulo p, ezért

p—1)ind, a
(p - 1) ‘ ( ) J )
(kap - 1)
amelybél (5.43) kovetkezik. m

DEFINICIO. Az a egész szamot k-adik hatvéanymaradéknak nevezziik
K —

modulo p, ha az " =a (mod p) kongruencia megoldhaté. Ellenkez6 eset-
ben nem k-adik hatvanymaradéknak nevezziik modulo p.
Ezzel a definiciéval az el6z6 tétel igy is megfogalmazhato.

5.18. TETEL. Legyen p | a. Az a egész szdm akkor és csak akkor k-adik
hatvanymaradék modulo p, ha

(k,p—1) | indg a,
vagy ami ezzel ekvivalens
—1
A =1 (mod p).
A k-adik hatvanymaradékok szamérdl szol a kovetkezo tétel.
5.19. TETEL. Az inkongruens k-adik hatvdnymaradékok szama modulo p

-1

BIZONYITAS. Az el6z6 tétel szerint a akkor és csak akkor k-adik hat-
vanymaradék modulo p, ha

—1
aTr D =1 (mod p),
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azaz a megoldésa az
p—1
x®»=0 =1 (mod p)

kongruencidanak. De ennek az 5.17. Tétel szerint

< p—1 1> p—1
7 v P~ = 0 1
szamu inkongruens megoldasa van, azaz a k-adik hatvanymaradékok szama

, p—l
valéban Gp—1 ™

Példaként oldjuk meg az ' =9  (mod 13) binom kongruencigt. Kony-

nyen ellendrizhet6, hogy p = 13 esetén g = 2 primitiv gyok, és az indextab-
lazat a kovetkezo:

a [1|2]|3]|4]|5]|6] 7(8]{9(10|11|12
indga|0[1|4]2/9]5|11|3|8]|10| 7| 6

A kongruencia megoldhat6, mivel (10,12) | ind29 = 8. gy a megol-
dando linedris kongruencia: 10inds z =8 (mod 12). Ezt megoldva kapjuk,
hogy inde x =2 (mod 12) és indox = 8 (mod 12). Az indextabldzatbdl
latjuk, hogy a megolddsok: 21 =4 (mod 13) és 25 =9 (mod 13).

Az eddigiekben az algebrai kongruencidk megolddsahoz sziikséges prim-
modulust kongruencidkkal foglalkoztunk, és ezért csak primmodulusok ese-
tére definidltuk a rend, a primitiv gyok és az index fogalmat. Természetesen
mindez megtehet6 tetszbleges m(> 2) modulus esetén is.

DEFIN{cIO. Legyen m € N\{0,1}, a € Z és (a,m) = 1. Azt a legkisebb
k pozitiv egész szamot, amelyre a* = 1 (mod m), az a szém rendjének
nevezzilk modulo m. (Szokés azt is mondani, hogy az a szam a k kitev6hoz
tartozik modulo m.)

5.20. TETEL. Legyen az a egész szam rendje k modulo m.

(a) Haa"™ =1 (mod m), akkor k | n (n € N);

(b) k| o(m); o

(c) hai,j € N, akkor a* = a’ (mod m), akkori=j (mod k).
B1zoNYITAS. A tétel az 5.8. Tétel dltalanositdsa, gy a bizonyitdsa ha-

sonlé moédon elvégezhets. (Természetesen a (b) rész bizonyitdsdban a kis
Fermat-tétel helyett az dltaldnosabb Euler—Fermat-tételt hasznaljuk.) m

DEFINICIO. Ha az a egész szdm rendje ¢(m) modulo m (azaz az a szdm
a p(m) kitev6hoz tartozik modulo m), akkor a-t primitiv gyoknek nevezziik
modulo m.
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Az 5.13. Tétel szerint minden p primmodulus esetén létezik primitiv
gyok modulo p. Most megvizsgaljuk, hogy mely Osszetett m modulusok
esetén van primitiv gyok modulo m.

5.21. TETEL. Legyen m > 4 Osszetett egész szam. Akkor és csak akkor
létezik primitiv gyok modulo m, ha m = p® (e > 2) vagy m = 2p° (e > 1),
ahol p paratlan primszam, vagy ha m = 4.

BI1zONYITAS. Legyen m = 2'p{'p$?---pi* alaki, ahol a p; egészek
kiillonboz6 pératlan primek, ¢ > 0, ¢; > 1 és k > 1 (azaz m # 2'). Ha
a egy egész és (a,m) = 1, akkor

(a,p*) =1 és <a, ;Z) =1,

1

és igy az Euler—Fermat-tétel szerint

(5.45) a?@’) =1 (mod pi*) és aw<pi1) =1 (mod TZ)
1
Ha k> 2vagy k=1ést > 2, akkor
€1 z m )
PP es Y| —
¥i') <p11
paros természetes szamok, azaz
1 o1 m
54,0(])6131) eN és 2% <p?) e N.
Ekkor (5.45)-bél hatvényozassal kapjuk, hogy
oo ) bo )t
a2 T ) = (mod pi*) és o2 \HT)T ) g (mod %),
251

amelybol az

yoie( 2 )
Pl P/ =1 (mod m)

1
az?(m — 4

kongruencia kovetkezik. Ezért nem 1étezik primitiv gyok, ha k > 2 vagy ha
k=1 ést> 2, azaz a vizsgalt m-ekbél csak az m =p° (t =0,k =1,e > 2)
ésm =2p° (t =1,k =1,e > 1) Osszetett egészek esetén lehet primitiv gyok
modulo m.
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Ha m kettShatvény, azaz m = 2!, akkor ¢ > 3 esetén szintén nem
létezik primitiv gyok modulo 2. Ugyanis minden a € Z, (a,m) = 1 esetén
a paratlan, de az a = 25 + 1 paratlan egészre igaz, hogy

a® =4j(j +1) +1=148j,
a* = (1+8j1)* = 1 + 165,
a® = (1+165)% = 1 + 3273,

ahol ji1, jo, j3 egész szamok. Teljes indukcioval konnyen bizonyithatd, hogy
t > 3 esetén

—2
a® " =142, ,,

azaz
ot—2

a =1 (mod 2%).

Mivel p(2¢) = 2t71 > 2!72 ezért ha t > 3, akkor barmely a paratlan egész
szam modulo m rendje kisebb, mint ¢(m), vagyis nem létezik primitiv gyok
modulo 2¢. Tehat az m = 2! alakd Osszetett egészekbdl legfeljebb m = 4
esetén lehet primitiv gyok modulo m.

A tovabbiakban belatjuk, hogy a tételben szereplé modulusok esetén
valoban létezik primitiv gyok.

1. Vizsgaljuk elészor az m = p° esetet, ahol p paratlan primszdm és
e > 2. Legyen g primitiv gyok modulo p és g?» — g = vp. (¢* =g (mod p)
miatt létezik ilyen v.) Megmutatjuk, hogy az r = g + (v — 1)p egész szdm
primitiv gyok modulo p® minden e > 2 esetén.

Jelolje 6 az r rendjét modulo p¢. Ekkor

(5.46) §o@)=p""(p—1),

tovdbbd r® =1 (mod p°) és r = g (mod p) miatt ¢ =r° =1 (mod p),
és ezért

(5.47) (p—1)|0.
Igy (5.46)-bol és (5.47)-b8l kapjuk, hogy o
d=p°(p—1)

alaki, ahol 0 < s < e — 1. Foglalkozzunk most ezekkel a szamokkal.
Mivel a binomidlis tétel szerint (alkalmas egész A-val)

= (g+ (v=1)p)" =g"+pg" (v - Lp+p*A,
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ezért
r? =g” (mod p®),

amellyel

P ) = e =g g (0 Dp= (" )~ (v~ p =
=uvp—vp+p=p (mod p?).

Ez utébbibdl kapjuk, hogy
(5.48) p? Pt — 1.
Tudjuk viszont, hogy r = ¢ (mod p) miatt
(5.49) plrP~t—1.
(5.48)-bdl és (5.49)-bél kovetkezik, hogy 1étezik olyan by egész szam, amelyre
P =1+bop és p/ bo.
Ezt felhasznédlva a binomidlis tétel alapjan
rPP—l) — (rp_l)p = (14 bop)? =14 bep®> (mod p?),

adddik, azaz létezik olyan by egész szam, amelyre

PP =1 4 bip? és p/by.

Teljesen hasonléan nyerheto, hogy
pPe (1) (14 bp*)? =14 b1p®  (mod p4),

azaz létezik olyan by egész szam, amelyre

PP P = 1 4 byp? s pl by

A tovabbiakban teljes indukciéval konnyen bizonyithatd, hogy barmely
s > 0 egész esetén

rP P =1 4 b, _1p*tt (mod p*t?) és pf be_1,

azaz
ps+1 | (TpS(pA) ~1), de ps+2 { (Tp“’(pfl) —1).
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Ezt e = s + 1 esetben alkalmazva kapjuk, hogy
P | (rpeil(p_l) —1) de p°[ (r""®™Y —1), ha 0<s<e—2

Ezzel belattuk, hogy r primitiv gyok modulo p® mivel, mint lattuk, rendje
csak § = p®(p — 1) alaki lehet.

2. Vizsgaljuk meg most az m = 2p°© alaku szamokat, ahol p paratlan
primszam és e > 1. Legyen g; primitiv gyok modulo p®, és jelolje g a g1 és
g1 + p° koziil a paratlan egész szamot. Egyrészt g =1 (mod 2) miatt

(5.50) ¢g?@) =1 (mod 2)

nyilvdnvaléan teljesiil, masrészt ¢ = g1 = ¢g1 + p¢ (mod p€) miatt g és
g1 rendje modulo p® azonos. Ezért ¢(p®) a legkisebb pozitiv egész kitevo,

amelyre
g#@) = g¢) =1 (mod p°).

Ez ut6ébbibdl és (5.50)-bdl kapjuk, hogy ¢(2p°) a legkisebb pozitiv egész
kitevs, amelyre
g?@P) =1 (mod 2p°).

Ezzel belattuk, hogy m = 2p° (p pératlan prim és e > 1) esetben van
primitiv gyok modulo m.

3. Az m = 4 esetben kozvetleniil belathatd, hogy g = 3 primitiv gydk
modulo 4, azaz 3 rendje ¢(4) = 2 modulo 4.

Ezzel tételiink bizonyitasat befejeztiik. m

A kovetkezé tétel az 5.14. Tétel 4ltaldnositdsa.

5.22. TETEL. Legyen g primitiv gyok modulo m. A

g% g%, ..., gPm 1

egész szamok redukalt maradékrendszert alkotnak modulo m.
B1zoNyiTAs. A 3.9. Tétel alapjan a bizonyitas konnyen elvégezhets. m

E tétel alapjan most is lehetéség van az index definiciéjara, de ezek mar
kevésbé hasznosak, mint primmodulus esetén voltak, ezért ettdl eltekintiink,
és visszatérink a primmodulusi maéasodfoku kongruencidk megoldasainak
vizsgalatara.
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Kvadratikus kongruenciak

Legyenek ¢, d és e egész szamok, és tekintsiik a
(5.51) cx’ +dr+e=0 (mod p)

primmodulusi kongruenciat, ahol p [ c. (5.51)-et 4c-vel szorozva kapjuk,

hogy
4¢*x? + dedr +4ce =0 (mod p),

amely
(2cx +d)? = d*> — 4ce  (mod p)

alakban is irhaté. Ebbol az
y=2cx+d és b=d?— 4ce

jeloléssel adodik az
y>*=b (mod p)

kongruencia. Lathaté tehat, hogy az (5.51) kongruencia mindig visszave-
zetheté egy masodfokt binom kongruencidra és egy linedris kongruenciara.
Ezért a tovabbiakban elegendé az

(5.52) > =a (mod p)

alakd kongruencidk megoldésaval foglalkozni.

DEFINICIO. Az (5.52) alatti kongruencidt (primmodulusi) kvadratikus
kongruencidanak nevezziik. Tovdbb4, ha (5.52) megoldhatd, akkor a-t kvad-
ratikus maradéknak nevezziik modulo p, ellekezd esetben a nem kvadratikus
maradék modulo p.

Mivel p = 2 esetén az (5.52) kongruencia nagyon koénnyen kezelhetd,
ezért a tovabbiakban feltételezziik, hogy p > 2.

5.23. TETEL. Az 2> =a (mod p) (p/ a, p > 2) kongruencia akkor és
csak akkor oldhaté meg, azaz, a akkor és csak akkor kvadratikus maradék
modulo p, ha

p—1

az =1 (mod p),

vagy ami ezzel ekvivalens, ha
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ahol g primitiv gyok modulo p. Ha megoldhatd, akkor az inkongruens meg-
olddsok szama 2.

Bi1zoNYI{TAs. Tételiink llitdsa az 5.17. Tétel speciélis eseteként (k = 2
helyettesitéssel) adodik. m

Az a egész szdm kvadratikus karakterérdl szdl az Euler-lemma néven
ismert kovetkezd tétel.

5.24. TETEL. Legyen p > 2 és p [ a. Ekkor
o5 = { 1 (mod p),  ha a kvadratikus maradék modulo p,
—1 (mod p), ha a nem kvadratikus maradék modulo p.
BizoNyiTAs. Tudjuk, hogy az
P71 =1 (mod p)
kongruencidnak p — 1 inkongruens megoldasa van, amelyek

Pt 1= (a:p%l —1) (:np%l —{—1)

miatt, vagy az

(5.53) 2T =1 (mod p),
vagy az
(5.54) 2T =1 (mod p)

kongruencia megoldasai. Az 5.23. Tétel szerint (5.53)-at pontosan a kvadra-
tikus maradékok elégitik ki, azaz amely a egész nem kvadratikus maradék,
az sziikségképpen az (5.54) kongruencia megoldasa. Bizonyitdsunkbdl az is
addédik, hogy a kvadratikus, illetve a nem kvadratikus maradékok szama is

%, hiszen (5.53) inkongruens megoldédsainak szama (pT_l, p—1)= p?_l. ]

Az Euler-lemma alapjan bevezetjiik az (%) ugynevezett Legendre-szim-
bolum fogalmat.

DEFINICIO. Legyen p > 2 prim és p{ a. Ekkor az

a\ _ |1, ha a kvadratikus maradék modulo p,
p) | —1, ha a nem kvadratikus maradék modulo p
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egyenl6séggel definialt (%) szamot Legendre-szimbolumnak nevezziik.

Az 5.24. Tétel és a definicié miatt nyilvanvald, hogy

(£)=r i

minden paratlan p prim esetén.
A Legendre-szimbdélum tulajdonsagaival foglalkozik a kovetkezo tétel.

4.25. TETEL. Legyen p > 2, p|a ésp/b.
(a) Hoa=0b (mod p), akkor (%) = (%).
() (2) =1 (igv (1) =)
©(3)=()C)
(d) <—1):{1, hap=1 (mod 4),

P —1, hap=-1 (mod 4).
BizoNYyiTAs. (a) Haa=b (mod p), akkor az

p—1

T =T (mod p)

kongruencia is teljesiil, azaz az Euler-lemma szerint a és b kvadratikus karak-
tere azonos, és igy (7) = (g).

(b) Mivel az 22 = a> (mod p) kongruencia nyilvanvaléan megoldhato,
igy a? kvadratikus maradék modulo p, azaz (%2) =1.

(c) Az Euler-lemma és a Legendre-szimbdélum definiciéja alapjan igaz

(‘;f) = (@) =TT = (Z) (;) (mod p)

az

kongruencia, amelybdl

s (2)() )0

adédik. A Legendre-szimbdélum jelentése alapjan (5.55) bal oldala csak 0 és
+2 értékeket vehet fel. De p > 2 miatt p [ £2, és igy

2)-6)6)-
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(d) p = 4k £ 1 helyettesitéssel az Euler-lemmabdl adédik az &llitas. m

A Legendre-szimbélummal valé konkrét szdmoldshoz hasznosak a ko-
vetkezo tulajdonsagok.

5.26. TETEL. Legyen p > 2 ésp/a; (i =1,2,... k).
k
[Ta: k
i=1 _ Qa;

@ | 5| = 1),

(b) Ha a = p{"p5?---p&r, a; > 1 és a; = 2k; + 0;, ahol

5 — 1, haa; =1 (mod 2),
‘10, haa; =0 (mod 2),

B)-1(7) « ()-Gn(s)

BiZONYITAS. Az allitas (a) része az elézd tétel (c) pontja alapjan teljes
indukciéval bizonyithaté, mig a (b) allitds az (a) részbél és az el6zé tétel
(b) pontjabdl kovetkezik. m

akkor

Erdemes kiemelni, hogy az (%) Legendre-szimbdlum értékének kiszami-
tasdhoz — a fenti tétel (b) pontja szerint — elegend ismerni az a kanonikus
alakjéban paratlan kitev6vel szerepl6 p; primekre a (%) értékeket, valamint

negativ a esetén ( _71) értékét.
Az a egész szdm kvadratikus karakterének eldontésére szolgél az alabbi,
Gauss-lemma néven ismert tétel is.

5.27. TETEL. Legyen p > 2 és p [ a. Tekintsiik az

p—1
2

a

(5.56) a, 2a, 3a, ...,

szamok modulo p vett legkisebb pozitiv maradékait. Legyen ezek kozétt m
darab, amely nagyobb, mint £. Ekkor

()

azaz m paritasa mar meghatarozza az a kvadratikus karakterét.
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BizoNYITAs. Mivel p [ a, ezért az (5.56)-beli egész szdmok péaronként
inkongruensek modulo p, hiszen ia = ja (mod p) (1 <i<j< %) esetén
p | (i —j) kovetkezne, ami lehetetlen. Jeldljiik az (5.56)-beli egészek modulo
p vett legkisebb pozitiv maradékait ci,cz,...,cp-nel, ha 0 < ¢; < § (i =
=1,2,...,n), illetve by, ba, ..., by-mel, ha & <b; <p—1(i=1,2,...,m),
ahol n+m = p;21_ Ekkor

~1
la2a--- ¥

a=cicg---cpbiby by (mod p),

amelybol kapjuk, hogy

b1 (p—1
(5.57) o7 <])2>' = CoCo -+ Cpbiby -+ by, (mod p).

Ugyanakkor a b; szamokra tett £ < b; < p — 1 feltevésbél kovetkezik, hogy

(5.58) §>p—m21(ﬁ:LZ”wm)
Az természetes, hogy p — b; # p —b; (mod p), ha 1 <i < j < m. Meg-
mutatjuk, hogy p —b; # ¢; (mod p) isigaz, hal <i<més 1< j <n.

Ugyanis ellenkez6 esetben 1étezne olyan t és g egész, amelyekre
p—1 p—1

6 1<g< P
5 B 1=I=T

p—ta=qa (modp), 1<t<

De ebbél
alg+1t) =0 (mod p),

azaz p | (q + t) kovetkezne, amely 2 < t + ¢ < p — 1 miatt lehetetlen. Igy

tehdt a c1,co,..., ¢, és az (5.58)-beli p— b1, p—ba,...,p— by, szdmok £-nél
kisebb pozitiv egészek, és paronként inkongruensek modulo p, ezért

-1
{617027”'7cn7p_b17p_b27"'7p_bm}:{1727“'71)2}'

Ezt felhasznalva (5.57)-b6l

p—1 —1
a 2z <p2>|zclcnb1bmzclcn(p_bl)(p_bm)(_l)mE
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adédik, amely ekvivalens az

p—1

az =(-1)" (mod p)
kongruencidval. Igy valéban (%) =(-1)". n

A Gauss-lemma alabbi alkalmazasdaval meghatarozzuk a (%) (p>2)

Legendre-szimbélum értékét.

5.28. TETEL. Legyen p egy paratlan prim. Ekkor
2\ _f1, hap=+£1 (mod38),
p) | -1, hap=+3 (mod 8).
BizoNyYiTAs. Ebben az esetben a

-1
2,2:2, 3.2 ..., pT.Q

szamok az elsd % pozitiv paros szamot adjak, ahol a legnagyobb is kisebb,
mint p. Ezért a Gauss-lemmaéban szereplé m értékét megkapjuk, ha a p-nél
kisebb pozitiv paros szdmok szdmabdl kivonjuk a §-nél kisebb pozitiv paros
szamok szamat, azaz

o n=[3-12)

ahol [x] az = egész részét jeloli. A p primszam 8k + 1 és 8k + 3 alakjait
(5.59)-be helyettesitve lathatjuk, hogy m péros, ha p = 8k £+ 1 alakd, mig
m paratlan, ha p = 8k £ 3, azaz

2 _ (1) = 1, hap=+1 (mod8),
p) | -1, hap=43 (mod 8).

Példaul, ha p alakja p = 8k — 1, akkor

V}:[“**]:[&k_m+7]:4k—n+3

2 2 2
és
p1_ [8Gk—1+7]
h}_[4]_%k 1) +1,
igy
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Tehat m péros és (%) =(-1)m"=1n
A tovabbiakban egy, a Gauss-lemmahoz hasonlé tételt bizonyitunk.

5. 29 TETEL. Legyen p > 2 primszdam, a egy pdratlan egész, p [ a és

g[ } Ekkor

BiZONYITAS. A ja (j = 1,2,...,1”2;1) egészeket p-vel maradékosan

osztva kapjuk, hogy

. Jja
(5.60) ja=p| +7;, ahol 0 <r; <p-1,
amelybol

ja=r; (modp), 0<r;<p-—1

kovetkezik. (5.60)-at és a Gauss-lemma bizonyitdsdban bevezetett ¢; és b;
jeloléseket hasznélva

p—1

(5.61) ajéjzgja:ppil[j:}—l—:é Z::[ }—%Zb +Zcz,

kovetkezik, ahol m +n = p —, illetve

(5.62) Zj:Z(p—bi)—i—Zci:mp—Zbi—i—Zci.
j=1 i=1 i=1 i=1 i=1

(5.61) és (5.62) megfelel oldalait kivonva az

(5.63) (a-1Y i=» Z[]a]—m +2ibi
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egyenléséget kapjuk. Mivel a feltétel szerint a — 1 paros szam és p paratlan
primszam, ezért (5.63)-bdl kovetkezik, hogy

p—1

t= {‘]a}zm (mod 2),
1LP

azaz t és m paritasa azonos, és igy a Gauss-lemma alapjan valéban

E fejezet zarasaként bizonyitjuk a szintén Gausstél szarmazd, tigyneve-
zett kvadratikus reciprocitas tételét.

5.30. TETEL. Legyen p és q két kiilonbozb paratlan primszam. Ekkor
q p p—1lg—1
= i -— _1) z Tz,
(P) (q > (

(g) , hap=1 (mod4) vagy ¢q=1 (mod 4),

azaz

Bi1zoNYITAS. Definidljuk a H, H; és Ho egész szamparokbdl allé hal-
magzokat az alabbi moédon:

—1 —1
H={Gj ) 1<i<? = 1<j<i-1,

2 2
qg—1

5 ,m<m}

—1 —1
f&z{uJ%1<i<p,1<j<q2, m<pﬁ-

A definiciskbél vildgos, hogy |H| = 25295 H = Hy U Ho, Hy # 0, Hy # )
és Hy N Hy = 0. Ezért

p—1qg—1

(5.64) 5

= |H| = [Hi[ + [Ha|.
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A H, és H> halmazok szamossagat Ugy is meghatarozhatjuk, hogy rogzitjik
az i (illetve j) értékét, és meghatarozzuk a hozza tartozo lehetséges j (illetve

i) értékek szdmat, majd mindezt Gsszegezzilk ¢ = 1-t6l i = B gl—ig (illetve

j=1+t6lj = qgl-ig). Mivel Hy esetén adott i-hez 1 < j < q;i szamu j érték
tartozhat, ezért

(5.65) H,y| = Z [‘ﬁ .

Hasonléan a Hs halmaz esetén adott j-hez 1 < i < %j szamu ¢ érték
valaszthato, ezért

(5.66) |Hy| = [p]] .
=t
Igy (5.64), (5.65) és (5.66) alapjén
= qi = pj| _p—1lqg—1
— [p]Jr;[q} 2 2

amelybol

kovetkezik. Ez utobbi viszont — az eldzo tétel szerint — ekvivalens a

())-cn=

egyenléséggel. Ebbdl viszont (%) =+ <%> miatt az kovetkezik, hogy <§) =
qg—1
T2
és q koziill legalabb az egyik 4k + 1 alakd. Ezzel a tétel minden allitasat
bizonyitottuk. m

p—1

= (%) akkor és csak akkor teljesiil, ha *5= és egyike paros, vagyis p

a

Megjegyezziik, hogy az <5> Legendre-szimbélum &altalanositasaként

kaphato6 az alabbi (%) Jacobi-szimbdlum.
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DEFINICIO. Legyen (a,m) = 1 és m > 3 pédratlan egész szdm, melynek
kanonikus alakja m = p{* ---p2r. Az
T (673
(L) =TI ()
Mo L \P
szorzattal definialt +1 vagy —1 értékeket felvevé szimbdlumot Jacobi-szim-
a

bélumnak nevezziik. (A szorzatban p—) a Legendre-szimbélumot jelenti,

és ha m = p pératlan prim, akkor a két szimb6lum azonos.)

A Jacobi-szimbdélum tulajdonsigaival és alkalmazéasdval nem foglalko-
zunk.

Példaként vizsgdljuk meg, hogy megoldhato-e az
22 =990 (mod 3719)

primmodulusid kongruencia. Ehhez meghatarozzuk (%) értékét. Mivel
990 = 3%2-.11-2-5, igy

<f3§,> B (3%) (3;19) (37219> <37519>'

A Legendre-szimbélum tulajdonsdgai és a kvadratikus reciprocitasi tétel
; 32 9. (11 _ 3719\ _ 11-33841) _ 1) _ .
szerint (3719) =1 (39) = —(577) = ~(577) = - (&) = -1

(579) = (ss3r) =1 (s79) = (%39) = (O™ = () = 1. Ty

990 =1-(-1)-1-1=-1,
3719

azaz a fenti kongruencia nem oldhaté meg.

Feladatok

1. Oldjuk meg az alabbi linedris kongruencidkat:
(a) 21z =18 (mod 30);
(b) 110z =170 (mod 230).

2. Igazoljuk, hogy ha (a,p) =1 és b tetszéleges egész, akkor az ax = b
(mod p) kongruencia egyetlen inkongruens megolddsa

2o = (~1)1 1 <p> b (mod p),

p\a
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ahol 1 <a <p-—1¢ésp>2 primszadm.

3. Oldjuk meg az alabbi linedris kongruenciarendszereket:
(a)

3r=4 (mod7)
8r =9 (mod11) 3,
7r =10 (mod 12)

r=>5 (mod 11)
x=7 (mod 13)
x=3 (mod7)

4. Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat:
(a) 23+ 220 +28 =0 (mod 225);

(b) 2® +22+3=0 (mod 225);
(c)x®+224+2+1=0 (mod 1125);

(d) 23 +2224+9=0 (mod 154).

5. Hatarozzuk meg 4 rendjét modulo 47.

6. Legyen p primszam, tovabba a és a’ olyan egészek, amelyekre
!/ —

aa’ =1 (mod p). Bizonyitsuk be, hogy a és a’ modulo p rendje egyenlé.

7. Legyen p > 2 primszam és (a,p) = 1. Bizonyitsuk be, hogy ha a
modulo p rendje paratlan szam, akkor nem létezik olyan n € N, amelyre
a”=-1 (mod p).

8. Bizonyitsuk be, hogy 10 primitiv gyok modulo 17.
9. Bizonyitsuk be a primitiv gyok segitségével, hogy ha p prim, akkor
(p—D!I'=-1 (mod p).
10. Legyen p > 2 primszéam és k € Nt. Hatérozzuk meg = (0 < z <

p—1
<p-—1) értékét, ha > i* =2 (mod p).
i=1

11. Keressiik meg a legkisebb pozitiv primitiv gyckot modulo 17, majd
készitsiik el az indextablazatot.

12. Oldjuk meg indextabladzat segitségével az aldabbi binom kongru-
enciakat:
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(a) 11 =6 (mod 17);
(b) 11- 219 =5 (mod 17).

13. Az Euler-lemma segitségével allapitsuk meg, hogy az x

(mod 29) kongruencia megoldhaté-e.

14. A Gauss-lemma segitségével allapitsuk meg, hogy az

> =5 (mod 19)

kongruencia megoldhaté-e.

15. Hatarozzuk meg az alabbi Legendre-szimbdélumok értékét:
(&) (37):

() (159)3

(©) (193);

() (So1)-

16. Oldjuk meg az aldbbi kongruenciakat:

(a) 22 —3xr—3=0 (mod 17);

(b) 21 — 25 —5=0 (mod 17).

p

fligg6 értékét.
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17. Hatérozzuk meg a <%> és (§) Legendre-szimbdélumok p alakjatol
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Indextablazatok

p=3,9=2 p=2>5,9g=2

szamok |12 szamok [1(2(3]4

indexek (0|1 indexek 01|32
p=7 g=2

szamok |1|2(3[4|5|6

indexek|0|2(1(4(5(3

p=11, g=2

szamok [1(2(3(4|5(6|7|8(9(10

Ne)

indexek|0|1({8(2(4|9|7|3|6|5

szamok [1(2(3(4|5|6|7 [8]9|10|11|12

indexek|0(1|4|2]|9(5(11|3|8|10|7 |6

szamok 1|2 |3|4 |56 |7 |8 [9(10|11|12|13|14|15|16

indexek|0(14|1|12|5|15|11{10|2|3 |7 |13]|4 |9 |6 |8

szamok (1(2|3 |4|5 |6 |7(8]9(10(|11{12{13|14|15(16|17|18

©

17|12{15|5 |7 [11|4 |10|9

[0}

indexek [0(1[13|2|16|14|6|3

p=23, g=>5

szamok [1(2(3 |4|5|6 |7 (8]9 |10(11|12(13|14|15|16|17|18|19|20

indexek|0(2(16]|4|1|18{19(6(10|3 |9 |20(14|21{17|8 |7 |12]15|5
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6. Szamelméleti fuggvények

DEFINiCIO. Egy f:NT — R fliggvényt szamelméleti fiiggvénynek ne-
vezziik.

Analizisbeli tanulményokban a fenti fliggvényeket sorozatoknak neve-
zik. Ott els6sorban a sorozatok analitikus tulajdonsdgaival foglalkoznak,
mig jelen esetben a fenti fliggvények szamelméleti tulajdonsagait vizsgaljuk.
Megemlitjiik, hogy az Euler—Fermat-tétel kapcsan megismert ¢ fiiggvény is
egy specialis szamelméleti fiiggvény. Természetesen a szamelméleti figgvé-
nyek is nagyon valtozatosak lehetnek, amelyek kozott kiillondsen fontosak a
multiplikativ és az additiv fiiggvények.

DEFINICIO. Az f szdmelméleti fiiggvényt multiplikativnak nevezziik,
ha barmely a,b € NT és (a,b) = 1 esetén f(ab) = f(a)f(b). Ha az (a,b) = 1
feltétel elhagyhatd, akkor az f fliggvényt totalisan multiplikativnak nevez-
ziik.

DEFINICIO. Az f szdmelméleti fiiggvényt additivnak nevezziik, ha bér-
mely a,b € NT, (a,b) = 1 esetén f(ab) = f(a) + f(b). Ha az (a,b) = 1
feltétel elhagyhatod, akkor az f-et totdlisan additiv fiiggvénynek nevezziik.

Igy példdul totdlisan multiplikativ az f(n) = n* (k € Z), illetve to-
télisan additiv az f(n) = logn hozzarendeléssel megadott f szamelméleti
fliggvény, ahol log a természetes alapt logaritmus fiiggvényt jeloli. Ugyanak-
kor az azonosan zérus fiiggvény (f(n) = 0 minden n-re) totalisan additiv is
és totdlisan multiplikativ is. Az ismert ¢ fliggvény is multiplikativ.

Azt, hogy a szamelméleti fiiggvények ,,tobbsége” se nem multiplikativ,
se nem additiv, jol mutatja a multiplikativitas, illetve az additivitds alabbi
sziikséges feltétele.

6.1. TETEL. Ha az f szdmelméleti fiiggvény multiplikativ és f(n) # 0,
akkor f(1) = 1. Ha pedig az f szamelméleti fiiggvény additiv, akkor

F(1) =o0.

BiZzONYITAS. Legyen f multiplikativ. Mivel f(n) # 0, ezért létezik
olyan n € Nt amelyre f(n) # 0, tovabbd f multiplikativitdsa miatt

f(n) = f(nl) = f(n)f(1),
amelybdl f(1) = 1 adédik. Ha pedig f additiv, akkor
f(n)=f(nl) = f(n) + f(1),
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amibdl f(1) = 0 kévetkezik. m

Felvetodhet a kérdés, hogy adott multiplikativ, illetve additiv szamel-
méleti fliggvényekbdl a szorzas és az Osszeadas segitségével lehet-e tjabb
multiplikativ, illetve additiv fiiggvényeket nyerni. Errél szdl az aldbbi tétel.

6.2. TETEL. Multiplikativ fiiggvények szorzata is multiplikativ, ad-
ditiv fiiggvények osszege is additiv, ahol fg, illetve f + g az alabbi médon
értelmezett:

(f9)(n) = f(n)g(n),
(f+9)(n) = f(n) +g(n).
B1zONYITAS. Legyenek f és g multiplikativ szdmelméleti fiiggvények,
tovédbbd a,b € Nt és (a,b) = 1. Ekkor
(f9)(ab) = f(ab)g(ab) = (f(a)f(b))(g(a)g(b)) =
= (f(a)g(a)) (f(b)g(b)) = (fg)(a)(f9)(D),

azaz fg is multiplikativ.
Additiv esetben a bizonyitds teljesen hasonlé. m

Q

Megjegyezziik, hogy az f és g nem azonosan zérus multiplikativ fliggvé-
nyek Osszege soha sem lehet multiplikativ, mivel (f+g¢)(1) = f(1)+g(1) = 2.
Ugyanakkor konkrét additiv szamelméleti fliggvényekkel igazolhatd, hogy
additiv fliggvények szorzata lehet additiv és nem additiv is.

Ugyancsak felvetédhet, hogy lehet-e multiplikativ fiiggvénybol additi-
vet, illetve additivbél multiplikativet el6allitani. Errol szél a kovetkezé tétel.

6.3. TETEL. Ha f multiplikativ szdmelméleti fiiggvény, és minden n
pozitiv egészre f(n) € R, akkor a

9:NT =R, g(n)=logf(n)
szamelméleti fliggvény additiv. Ha pedig f additiv, akkor a
¢:NT =R, g(n)=e™

szamelméleti fiiggvény multiplikativ.

Bi1zoNYITAS. A tétel elsd allitdsa az aldbbiakbdl adddik. Legyenek a, b
pozitiv egészek, és (a,b) = 1. Ekkor

g(ab) = log f(ab) = log(f(a)f(b)) = log f(a) + log f(b) =
= g(a) + g(b).
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A masodik allitas a hatvanyozas egyik azonossagabdl kovetkezik. m

Tételtink bizonyitasabdl lathatd, hogy ha az f totalisan multiplikativ
(illetve additiv), akkor g is totdlisan additiv (illetve multiplikativ).

A multiplikativ, illetve az additiv tulajdonsag alapjan konnyen igazol-
haté az alabbi tétel.

6.4. TETEL. Legyenek az aj,as,...,ar (k > 2) pozitiv egész szamok
paronként relativ primek. Ha az f szamelméleti fliggvény multiplikativ,
akkor

flarag---ag) = Hf(ai)-

Ha az f szamelméleti fiiggvény additiv, akkor

k

flarag---ar) =) flai).

i=1
Bi1zoNYITAS. Az allitds k szerinti teljes indukcidval igazolhatd. m

E tétel fontos kovetkezménye, hogy multiplikativ, illetve additiv szam-
elméleti fliggvények helyettesitési értékeinek meghatarozashoz elegendé is-
merni a primhatvany helyeken felvett helyettesitési értékeket, illetve tota-
lisan multiplikativ vagy additiv esetben elegendé ismerni a prim helyeken
felvett helyettesitési értékeket. Legyen a kanonikus alakja az alabbi:

a=pps?-pdt (o >1, 1<i<wr p;#p;, ha i#j).

fgy a 6.4. Tétel szerint, ha f multiplikativ, akkor
o) = TL£62).
i=1
mig abban az esetben, ha f additiv, akkor
Fla) = 30 1)
i=1

Totélisan multiplikativ, illetve totalisan additiv esetben pedig

T

fa) =TT 7 @), etve f(a) =3 a:f ().

=1
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A szamelméleti fiiggvények bizonyos feltételeknek megfelel6 csoportja-
nak jellemzése altaldban nehéz szamelméleti probléma. E témakorbdl alljon
itt — e jegyzet frasdnak évében (1996) elhunyt — Erdés Pél egyik tétele.

6.5. TETEL. Ha f totdlisan additiv és szigoriian monoton névekvd
szamelméleti fiiggvény, akkor f(n) = clogn, ahol ¢ egy konstans.

BizoNYITAs. Mivel f additiv, ezért f(1) = 0(= clogl) {gy az f szi-
gordan monoton novekvd volta miatt f(n) > 0, ha n > 1. A tovdbbiakban
indirekt médon bizonyitunk. Tegytik fel, hogy % nem allando, azaz 1étez-
nek olyan a,b € NT \ {1}, amelyekre példdul

b
o) fa) _ )
loga logb

Definidljuk a g fliggvényt az alabbi mdédon:

_ [fla)
loga

gNT\{1} =R, g(n)=f(n) logn

El6szor bizonyitjuk, hogy ¢ feliilrél korlatos, majd megmutatjuk, hogy ¢
feliilr6l nem korlatos. Ebbol természetesen addédik az indirekt allitdsnak a
cafolata. Mivel a > 2, ezért barmely n € NT \ {1}-hez létezik olyan k € N,

hogy
1

a* <n< akt ,
amelybdl az f és a log fliggvények szigorian monoton ndévekvo volta és

f(a) ;
ioga > 0 miatt

F(@*) < f(n) < f(a™),
log a® < logn < loga®*!

és

kovetkezik. Fzen egyenlGtlenségeket és f totdlisan additiv tulajdonsagat
felhasznalva kapjuk, hogy

o) = ) = D togn < f(a+) ~ L\ og ot =
=(k+1)f(a) — klfo(gcgloga = f(a).
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Ezzel belattuk, hogy a g fliggvény feliilrél korlatos.
Mivel b > 2, ezért barmely n € NT \ {1} egészhez 1étezik olyan | € N,

hogy

(6.2) bl <n < bt

amelybol az f és a log fliggvények szigortian novekvo volta és az 1]; (ga()z >0
miatt

FO) < fln) < fOOF),
logb' < logn < log b+t

és

f(a) f(a)

f(a) logd! < —Zlogn < =~ logb!*?
loga loga loga

kovetkezik. Fzeket az egyenlGtlenségeket, tovabba az f totalis additivitasat
felhasznalva adddik, hogy

o) = 1)~ 2% 0g > £01) ~ LD vog 1 1)~

1 loga
(6.3) . 1){;;“; logh =1 (f(b) - f:)(gac)b log b) - lj;(g“; logb =

_ f) )\ _ fla)
_llOgb<logb_loga> — log b.

A (6.1) egyenlétlenség alapjan

fb)  fla)
@ N loga >0

)

tovdbba logh > 0 és (6.2) miatt, | — oo, ha n — oo. Ezért (6.3)-bdl
kovetkezik, hogy a ¢ fliggvény felilrél nem korlatos.

A g fiiggvény korlatossdgara bizonyitott ellentmondé allitdsokbdl adé-
dik a tétel allitdsa. m

Nevezetes szamelméleti fiiggvények

A tovabbiakban a szdmelméleti bizonyitasokban és feladatokban gyak-
ran hasznélt nevezetes szamelméleti fliggvényekkel foglalkozunk.
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DEFINICIO. Az e,i és u szdmelméleti fliggvényeket az aldbbi egyenlésé-
gekkel definialjuk:

1, han=1,
e(n)=1, i(n)= { és u(n) =n.
0, egyébként

6.6. TETEL. Az e, és u szamelméleti fiiggvények totdlisan multiplikativ
fiiggvények.

Bi1zoNYITAS. Az allitds nyilvanvalé. m
DEFINICIO. A d és o szdmelméleti fiiggvények esetén d(n) jeloli az n
pozitiv osztéinak a szdmét, azaz d(n) = Y 1, mig o(n) jeloli az n pozitiv
]

d>0
osztbinak az Osszegét, azaz o(n) = Y d.
|

d>0

6.7. TETEL. A d és o szdmelméleti fiiggvények multiplikativ, de nem
totalisan multiplikativ fliggvények.

B1zONYITAS. Azt, hogy d és o nem totdlisan multiplikativ konkrét pél-
dékkal igazolhatjuk. Példdul d(2-2) = 3, de d(2)d(2) = 4, illetve 0(2-2) = 7,
de 0(2)0(2) = 9.

Legyen a,b € N és (a,b) = 1. Jelolje tovabbd a pozitiv osztdit

d11d27 <o 7dd(a)7

mig b pozitiv osztéit
(51, (52, N 75d(b)-

Az 1.25. Tétel szerint ab pozitiv osztoi az a és b pozitiv osztdinak szorzata-
ként allnak eld, azaz ab Osszes pozitiv osztdja:

dy01, dide, ..., didgw),
d201, dad2, ..., d2dgw),
daa)01, daa)02, -+ da(a)Od)-

Ebbél 1athato, hogy d(ab) = d(a)d(b), tovabba soronként végezve az Gsszeg-
zést: o(ab) = dyo(b) +d20(b)+- - - +dga)o(b) = (di +do+- - - +dga))o(b) =
= o(a)o(b), azaz valéban multiplikativ fliggvények. m

A multiplikativ tulajdonsdg felhasznédlasaval eléallitjuk a d és a o fliigg-
vény explicit alakjat.
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6.8. TETEL. Ha n kanonikus alakja

n=pps? - ptt (i >1, 1<i<r, p;#p; ha i+#j),

akkor
d(n) = (a1 + D(ag + 1)+ (ar +1) = [J(e: + 1),
i=1
a1+l 1 az+1l 1 art+l 1 T+l 1
U(n):pl Pa pr — pzi7
pi—1  p2—1 pr—1 23 pi—1

és természetesen d(1) = o(1) = 1.

BizoNyiTAs. Tudjuk, hogy mindkét fiiggvény multiplikativ, ezért
r r
(6.4) d(n) = [ d@s), illetve o(n) =[o@).
i=1 i=1

Mivel p$* pozitiv osztéi az 1,p;, p2, ..., egészek, ezért nyilvanvald, hogy

dipf") =a; + 1
és
Ozi-i-l
(677 (677 pl _1
o(p; ):1+Pi+p?+"‘+]%’:p7_1

Ezt (4)-be helyettesitve adédik az allitds. m

Kiilon is érdemes kiemelni, hogy ha p primszam, akkor d(p) = 2 és
op)=p+1

A o szémelméleti fliggvénnyel kapcsolatos a szamelmélet egyik, részben
maig is megoldatlan probléméja. Ez a tokéletes szamok problémakoére.

DEFINICIO. Az n pozitiv egész szdmot tokéletes szamnak nevezziik, ha
o(n) = 2n. Ha o(n) > 2n, illetve o(n) < 2n akkor az n szdmot osztékban
bovelkedo, illetve szlik6lk6do szamnak nevezziik.

A definicié szerint tehat egy pozitiv egész akkor tokéletes, ha az 6n-
maganal kisebb pozitiv osztdinak Osszege az illeté szammal egyenld. Ilyen
példaul a 6, mert 1 +2 + 3 = 6.

Mar Euklidész bizonyitotta, hogy bizonyos paros szamok tokéletesek,
mig Euler bizonyitotta Euklidész allitasanak a megforditdsat. Ezt foglaltuk
Ossze az alabbi tételben.
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6.9. TETEL. Az n pdros pozitiv egész szam akkor és csak akkor tokéletes,
ha
n=2r"1(2¢ - 1)

alaku, ahol p és 2P — 1 is primszam.

BI1zONYITAS. Legyen n a tételben lefrt alakd. Mivel (2P71,2P — 1) =1
és 2P — 1 prim, ezért
P

o) =0 (27120 ~ 1)) =0 (2 o (2 ~1) = T L1+ 1) =

=2°(2" —1)=2(2"" (2 — 1)) = 2n,

azaz n valoban tokéletes szam.
Legyen most n = 2%m, ahol (2,m) = 1 és a > 1. Tegyiik fel, hogy
n tokéletes szam, azaz 2n = o(n). Ezt az egyenldséget részletezve kapjuk,

hogy
2°Mm =2.2%m = ¢(2%)a(m) = (2°T! — 1)o(m),

amelybdl a
2a+1 U(m)

20+l _ 1

egyenléség kovetkezik. Mivel (291 2aFt — 1) = 1, ezért 1étezik olyan k
pozitiv egész, hogy

(6.5) o(m) = k2ot és m = k(2°T! — 1) = k2°H! — k.

Ebbdl lathatd, hogy o(m) = m + k és k | m. Tehdt o(m) az m két pozitiv
oszt6janak Osszegével egyenld. Ez csak akkor fordulhat el8, ha m prim és
k = 1. Igy (6.5)-bél kapjuk, hogy m = 2Tt — 1, azaz a + 1 = p jeldléssel

n =212 — 1),

ahol m = 2P — 1 prim. 2P — 1 viszont csak akkor lehet prim, ha p prim.
Ugyanis ha p = qr (q,r > 2), akkor 2P — 1 = (29)" — 1" oszthaté 29 — 1-gyel
és igy 2P — 1 Osszetett. m

Tételiinkbol addédik, hogy pontosan annyi paros tokéletes szam van,
mint Merssenne-féle primszam. Maig nyitott az a kérdés, hogy szamuk vég-
telen vagy csak véges. Még kevesebbet tudunk a pératlan tokéletes sza-
mokrol. Pontosabban, azt sem tudjuk, hogy léteznek-e, vagy sem. Egyelére
annyit tudunk, hogy ha egyéltalan 1étezik paratlan tokéletes szam, akkor az
nagyon nagy, és nagyon sok kiilénbo6z6 primtényezovel rendelkezik.
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Ugyancsak a o fliggvény segitségével definidlhat6 az igynevezett bardt-
Sagos szampar.

DEFINICIO. Az n és m pozitiv egészeket bardtsagos szampdarnak nevez-
ziik, ha
o(n) =oc(m)=n+m.

Tehat a baratsagos szampar egyik tagjanak énmaganal kisebb pozitiv
osztéinak Osszege a par masik tagjaval egyenld és viszont.

A tokéletes szdmokhoz hasonléan a bardtsdgos szamparok széama sem
tisztazott, ma is alig lehet tobbet mondani e témakdrben, mint azt az alabbi,
a IX. szdzadbdl szarmaz6é Abdul-Hassan Thabit ben Korrach-tétel allit.

6.10. TETEL. Legyen p,, =3-2" —1ésq, = 9-22""1 —1, aholn € N*.
Ha p,,_1,pn és q, egyszerre primek, akkor az

a=2"p,_1p, és b=2"¢q,

szamok baratsagos szampart alkotnak.

BiZONYITAS. o(a) és o(b) meghatdrozdsdval konnyen ellendrizhetd, hogy
ola)=0c(b)=a+b. n

Erdemes megjegyezni, hogy a fenti tétel feltételei kielégitheték. Példdul
n = 2 esetben: a = 220 = 22 -5-11 és b = 284 = 22 . 71 bardtsigos szamok.
Ugyanakkor az is igaz, hogy nem minden bardtsigos szampar a fenti alaka.
Erre példa az 1966-ban, Niedo Paganini 4ltal taldlt a = 1184 = 25 - 37 és
b=1210 =2-5-112 baratsiagos szampar.

A késébbiekben nagyon fontos szerepet jatszik a kovetkezd, igynevezett
Moebius-féle p fliggvény, melyet minden pozitiv egészre a kivetkezdképpen
definidljuk:

1, han =1,
u(n) =< (=1)", han=pips---p,, ahol a p;-k kiilonb6z6 primek,
0, ha van olyan p prim, melyre p? | n.

6.11. TETEL. A u szdmelméleti fiiggvény multiplikativ.

Bi1zoNYiTAS. Han =1 és m > 1, akkor
p(ml) = p(m) = p(m)1 = p(m)p(l).
Ha n > 1, m > 1 és létezik olyan p prim, hogy p? | m, akkor p? | mn miatt
p(mn) =0 = 0p(n) = p(m)u(n).
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Han > 1, m>1, (m,n) =1 és m,n egyikének sincs primnégyzet osztdja,
akkor m = p1ps - pr ésn = q1q2 - - - ¢ miatt

p(mn) = (=) = (=1)"(=1)" = p(m)p(n).

Mivel m és n minden lehetséges értékére bebizonyitottuk, hogy ha
(m,n) = 1, akkor p(mn) = p(m)wu(n), ezért a p figgvény valéban mul-
tiplikativ. m

A tovabbiakban két additiv szamelméleti fiiggvénnyel ismerkediink meg.

DEFINiCIO. A v, illetve a x olyan szdmelméleti fiiggvények, melyek

értékét a
v(n) = 0, han=1,
~\r, han=p"py®--pir,

illetve a
0, han =1,
NOERE o s
Zlai, ha n = pi"p3® - pyr
1=
egyenlGségek hatdrozzak meg, ahol a definicioban az n kanonikus alakja

szerepel.

6.12. TETEL. A v szdmelméleti fiiggvény additiv, mig a x fiiggvény
totdlisan additiv.

BizoNYITAS. Legyen m > 1, n > 1, (n,m) = 1 és n, illetve m kanonikus

alakja
B1 B2 Bt

m=p{tps?---pir, illetve n=q{'¢5’---q, "
Ekkor — felhaszndlva, hogy p; # ¢; minden i-re és j-re —

(0 N e 3>}

v(mn) = v(pi'ps? - piray a5 - a)t) = v+t = v(m) +v(n).
Ha m =1 ésn > 1, akkor
v(ln) =v(n) =0+v(n) =v(1) + v(n),
azaz a v fliggvény valoban additiv.
Legyen most m > 1, n > 1 tovabba az m és n nem feltétleniil relativ
prim egészek primtényezés alakja
— X2 o 4 — PPz B >0 >0
m =Py Pa Dy €8 N = P71 Dy DPr (0 >0, ﬁ]_ ).
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Ekkor

(Hpa *"Z) = (ai+8) = ZoﬁZﬁz = x(n).
=1
Ha m =1 ésn > 1, akkor

x(1n) = x(n) = 0+ x(n) = x(1) + x(n),

azaz a Y szamelméleti fliggvény valoban totalisan additiv. m

Megjegyezziik, hogy a szamelméletben a fenti két fiiggvény jelolése nem
egységes, egyes esetekben az itt haszndalt v és x fliggvényeket pontosan
forditva definialjak.

DEFINiCIO. A Liouville-féle ), illetve a Mangoldt-féle A szdmelméleti
fliggvényeket a kovetkez6 egyenlOségekkel definialjuk:

oo
An) = (=)™, illetve A(n) = {éogpa zgyzbkézit (p prim és a > 1),

6.13. TETEL. A X fiiggvény totdlisan multiplikativ, mig a A fiiggvény
se nem multiplikativ, se nem additiv.

B1zoNYITAS. Legyen m,n € NT. Ekkor yx totdlisan additiv volta miatt
A(mn) = (_1)x(mn) - (_1)x(m)+x(n) - (_1)x(m)(_1)x(n) = A(m)A(n),

azaz a A fliggvény valoban totalisan multiplikativ.
A A fiiggvényre vonatkozo allitas konkrét példaval is igazolhaté. Példaul

A(2-3)=0 de, A(2)A(3) =log2-log3 #0,

azaz A nem lehet multiplikativ. (Természetesen A(1) = 0 # 1 mar kizarja a
multiplikativitdst.) Ugyanakkor

A(2) + A(3) =log2+1log3 # 0

miatt A nem nem lehet additiv sem. m
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A Dirichlet-féle konvoliicids szorzas

Kordbban mér foglalkoztunk szdmelméleti fliggvények szorzatdval, ahol
az f és a g fiiggvény szorzatét az (fg)(n) = f(n)g(n) egyenléséggel defini-
altuk. Most egy, a szamelméletben hasznosabb szorzassal, az tgynevezett
Dirichlet-féle konvoliiciéval foglalkozunk.

Vezessiik be a kovetkezo jelolést:
D ={f:f szdmelméleti fiiggvény}

DEFIN{CIO. Legyen f,g € D. Az f és g Dirichlet-féle konvulicidjan
értjiik és f x g-vel jeloljiik az

(f*9)(n Zf () Zfdl

d|n d1d2 n

egyenlGséggel meghatarozott szamelméleti fliggvényt, ahol az Osszegzés n
Osszes pozitiv osztdjara értendo.

6.14. TETEL. A (D,x) struktira kommutativ egységelemes félcsoport,
amelynek az i szamelméleti fliggvény az egységeleme.

Bi1zoNyiTAs. A D halmaz nyilvdnvaléan zdrt a x miiveletre. A kom-
mutativ tulajdonsag, azaz f x g = g * f szintén teljesiil, mivel a konvolicio
definiciéja szerint mindkét oldal ugyanaz az dsszeg barmely n € NT esetén.
A *x miivelet asszociativitasat példaul az alabbi médon igazolhatjuk. Legyen
f,9,h € D, ekkor

(fxg)xh)(n) = D (f(d1)g(da))h(ds) =

d1 dg d3 =N

= 3 fld)(g(d2)h(ds)) = (f * (g% h))(n).

d1d2d3:n

Az i egységelem voltdhoz az i f = f egyenlOséget kell igazolni barmely
f szamelméleti fiiggvényre.

(ix ) = i) f (5) = iWrm+ Y i (5) =

d|n d|n
d>1

n) + ZO - f (%) = f(n) minden n-re.

d|ln
d>1
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Mivel asszociativ strukturaban legfeljebb egy egységelem lehet, ezért i az
egyetlen egységelem a (D, ) struktirdban. m

Felvetodhet a kérdés, hogy D elemei koziil melyeknek 1étezik inverze a
* muveletre nézve. Errol szol az alabbi tétel.

6.15. TETEL. Az f szdmelméleti fiiggvénynek akkor és csak akkor létezik
inverze a * miiveletre nézve, ha f(1) # 0.

B1zoNYiTAS. Ha f-nek van inverze, melyet jeloljiink f~!-gyel, akkor
(fx f~1H(n) =i(n) teljesiil minden n € NT esetén, igy
(f = f7H(1) = (D).
Ebbdl kapjuk, hogy

(f*fH)=ff 1) =i(1) =1

miatt f(1) # 0.

Legyen most f(1) # 0. Az f inverzének létezését oly médon bizonyitjuk,
hogy megkonstrualjuk az f~! fiiggvényt. A keresett f~—! fiiggvénynek min-
den n € N7 esetén teljesitenie kell az

(f* f1)(n) = i(n)

egyenléséget. (fx f~1)(1) = f(1)f~1(1) = 1-bdl kapjuk, hogy

0= 5

f~1(2) meghatdrozhaté az

(f*fHE)=fOF @+ f@f1)=i(2) =0

egyenl6séghbol, azaz
f@f
f
Teljes indukciéval beldthat6, hogy f~1(n) értéke mindig meghatéaroz-
hat6 az f(k) és f~1(1) értékek ismeretében, ahol 1 <k <més1 <l <n-—1.
Az f~1 egyértelmiisége szintén a * miivelet asszociativ tulajdonsigabdl ko-
vetkezik. m

@) = -

E tétel egyszerii kovetkezménye, hogy minden multiplikativ szamelmé-
leti fliggvénynek van inverze a x miiveletre nézve. Tovabbé az is bizonyithato,
hogy multiplikativ fiiggvény inverze is multiplikativ.
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Az f és f~1 szdmelméleti fiiggvényekkel érdekes, igynevezett inverziés
formulak nyerhetok az aldbbi tétel szerint.

6.16. TETEL. Legyen f,g,h € D és létezzen az f~' szamelméleti fiigg-
vény. f x g = h akkor és csak akkor, ha g = f~! x h.

BizoNyiTAs. Kiindulva az f x g = h egyenléségbdl, melyet f~!-gyel
szorozva kapjuk, hogy

fhx(fxg)=f""xh

Ebbél, az asszociativitds és f~! x f =i alapjan g = f~! x h adédik.
Teljesen hasonléan nyerhetd a g = f~! x h egyenl6ségbdl az fxg = h
egyenlGség. m

Konkrét inverziés formuldkat nyerhetiink az f és az f~! fiiggvény konk-
retizdlasaval. Ilyenek példaul az e és a u szamelméleti fliggvények.

6.17. TETEL. Az e és a u szamelméleti fiiggvény egymds inverze a kon-
voliiciés szorzasra nézve.

BizoNYITAS. Igazolni kell, hogy (e x u)(n) = i(n) minden n € N
egészre. Mivel

6.6)  (exp)m) =Y eldp(5) =D 1n (%) =D ud).

dln d|n d|n

ezért ha n = 1, akkor

(exp)( Zu i(1).

dj1

(& Jpee 3}

Legyen n > 1 és n kanonikus alakja n = p7'p3?---p2. Ekkor (6.6)
szerint

(e* p)( Z,u 1) + p(p1) + pp2) + - + p(pr)+
d|n

+ 1(p1p2) + p(pips) + - + w(pr—1pr)+
+ pu(pip2ps) + w(pipepa) + - - - + p(Pr—2pr—10r)+

+ 4 pupipz - copr) + Zﬂ(d)

dln
2
p;ld
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Ebbél, a u definicidja és a binomidlis egyiitthatok ismert tulajdonsdga alap-
jan kapjuk, hogy

(exp)(n) = 1+ <§) (—1)+ <;) 1+ (g) (=1)+--+ (:) (—1)"+0 = 0 = i(n).

Ezzel belattuk, hogy e és p valéban egymads inverzei. m

A tételbdl, illetve a bizonyitasabdl kozvetlen addédik a u fliggvény egy
tulajdonsaga, de ezt érdemes kiilon is kiemelni.
Minden n > 2 egész szam esetén

> u(d) =o0.

d|n

A 6.16. Tétel és a 6.17. Tétel kovetkezményeként nyerhetd az alabbi,
ugynevezett Moebius-féle inverzios formula. Legyen f,g € D. exf = g akkor
és csak akkor, ha

f=p*g.
Ezt részletesebben kifejtve kapjuk, hogy

(6.7) g(n) =" f(d) akkor é csak akkor, ha f(n) =Y u(d)g (g) :

d|n d|n

DEFINiCcIO. Ha g(n) = Y. f(d), akkor a g szdmelméleti fiiggvényt
d|n
az f szamelméleti fliggvény Osszegezési fliggvényének nevezziik. Ha pedig
f(n) =3 u(d)g (Z), akkor f-et a g fiiggvény Moebius-transzformaltjanak
d|n

nevezzik.

E definiciékkal (6.7) igy is megfogalmazhaté: Az f fiiggvény Gsszegezési
fliggvénye akkor és csak akkor a g fiiggvény, ha g Moebius-féle transz-
formaltja f.

Tudjuk, hogy multiplikativ szamelméleti fliggvények esetén a helyet-
tesitési értékek meghatarozasahoz elegend6 a primhatvany helyeken felvett
értékeket ismerni. Ezért érdemes megvizsgalni, hogy multiplikativ fiiggvé-
nyek konvolicios szorzata multiplikativ-e vagy nem.

6.18. TETEL. Ha f és g multiplikativ, akkor f % g is az.

BizoNYITAs. Igazolni kell, hogy minden (m,n) = 1 esetén
(6.8) (f xg)(mn) = (f x g)(m)(f * g)(n).
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Induljunk ki (6.8) bal oldaldbdl, majd alkalmazzuk az 1.25. Tétel &llitasat.

(f*g)(mn) =>_ f(d (%) =Y > fldida)g <CZL;2> =

d|lmn di|m da|n
=X Sranrtn(3)a () -
3= s () )| S st (3,) | = oo

tehat f x g valéban multiplikativ. m

Az e és a p multiplikativitdsa miatt tételiink nyilvanvalé kévetkezmé-
nye, hogy multiplikativ fliggvény Osszegezési fliggvénye, illetve Moebius-féle
transzformaltja is multiplikativ. Ezért, ha f multiplikativ és g az Osszegezési

figgvénye, akkor g(1) = 1, mig n > 1 esetén, ha n kanonikus alakja n =
1, Q9o

pyipy” e piT, ugy

o) = TLowr) =TT 32 £ =TT 3 1 (o).
i=1

i=1 d|pi i=18;=0

Hasonldéan nyerheté a g multiplikativ fliggvény f Moebius-féle transz-

formaltjara, hogy f(1) = 1, mig n > 1 esetén, ha n kanonikus alakja n =
(65N

pytpy? - plr, akkor

=1 i=1 d|pal

' (073
ZHZu(pfi)g@?’ ﬁl) =

i=14;=0

= H )+ ulpi)g (") +0) =

=H(g(p?i)— ().

A fentiek alkalmazédsaval szép Osszefliggések nyerheték kiillonbozé szam-
elméleti fiiggvények kozott. Példaként hatarozzuk meg az u szédmelméleti
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fiiggvény f Moebius-féle transzformaltjat. Mivel az u fiiggvény multiplikativ,
ezért f(1) =1, mig n = pI* - - po esetben az el6z6ek szerint
T

Fn) =T] (w@f) —u (@) =

=1

T
=[] @ =) = p(n).

=1

Azt kaptuk tehat, hogy az u fliggvény Moebius-féle transzformaltja az
Euler-féle ¢ fiiggvény. Ebbdl adodik a kovetkezd Osszefiiggés:

o= e () - -
dln

d|n

B p(d)
=n)

d|n

Szamelméleti fiiggvények értékeinek eloszlasa,
atlagérték fiiggvények

Az eddigiekben megvizsgaltuk a szamelméleti fliggvények egyes tulaj-
donségait (multiplikativitds, additivitas stb.), a tovdbbiakban a fiiggvények
értékkészletének vizsgalataval foglalkozunk. Felvetodhet az igény, hogy egy
konkrét szamelméleti fiiggvény értékkészletét vizsgalva szerezziink jabb
ismereteket a fliggvényrol. Egyszeriibb esetekben az értékkészlet konnyen
megadhato, példdul a u fiiggvény esetében {0,1, —1}, vagy a v esetén az N,
ugyanakkor mas esetekben nehéz matematikai probléma lehet az értékkész-
let meghatéarozasa.

Kérdés lehet, hogy egy adott szamelméleti fliggvény értékei nagy in-
gadozast mutatnak-e, hogy a felvett értékek milyen nagyok lehetnek az n
fiiggvényében. Példaul a ¢ fiiggvényre n > 1 esetén nyilvan p(n) < n — 1,
és ez nem is javithatd, mivel ha n primszam, akkor p(n) =n — 1.

A tovabbiakban a d szamelméleti fiiggvény értékkészletét vizsgaljuk.

6.19. TETEL. d(n) = 1 akkor és csak akkor han =1, és minden m > 1
egész szamhoz végtelen sok n € N1 létezik, amelyekre d(n) = m.

Bi1zoNYITAS. Mivel n = 1 az egyetlen pozitiv egész, melynek egyetlen
pozitiv osztdja van, ezért az elsd allitas trividlis. Adott m > 1 esetén tekint-
siik példaul az n = p™~! egész szamokat, ahol p primszdm. Ekkor

d(n) =d(p™ ") =m,
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és mivel végtelen sok primszam van, ezért az allitds méasodik része is igaz. m

Ha meghatarozzuk a d(n) értékeket, akkor jelentds ingadozésokat fi-
gyelhetiink meg. Példaul d(36) = 9, d(37) = 2 és d(38) = 6. Vajon lehet-e
tetszOlegesen nagy ,,ugras” valamely két szomszédos egész szam helyen?
Ennél lényegesen tobbet allit az aldbbi tétel.

6.20. TETEL. Tetszbleges w € NT esetén végtelen sok szomszédos
pozitiv egész szamokbdl allé a — 1, a, a + 1 szdmharmas létezik, melyekre

(6.9) dla—1)—d(a) >w és dla+1)—d(a) > w,

(azaz a d fiiggvény grafikonjdban végtelen sok, legaldbb w ,,mélységii vol-
gyet” taldlunk.)

BizoNYiTAs. Tételiink bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz Dirichlet egy
tételére, amelyet specidlis esetekben a 7. fejezetben bizonyitunk. A tétel a
kovetkez6t mondja ki. Legyen a,b € Nt és (a,b) = 1. Az

a, a+b, a+2b, a+3b,...

szamtani sorozatban végtelen sok primszam van.
Viélasszunk 2w szdmu kiilonb6z6 primszamot, melyeket

P1,DP2y---,Pw és 41,92 - -5 qw

jelol, tovabba legyen

w w
P:sz‘ és Q:H%‘-
i=1 i=1
Tekintsiik az

(6.10)

r=1 (mod P)
=—-1 (mod Q)

szimultan kongruenciarendszert. Az 5.3. Tétel (vagy az 5.5. Tétel) szerint
(6.10) megoldhaté és egyetlen 2o megoldasa van modulo PQ. Ezért a (6.10)-
et kielégito = egész szadmok

x =x9+ PQk
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alakuiak, ahol k € Z. Nyilvanvalé, hogy (xg, PQ) = 1, tovédbba feltehetd,
hogy zg > 0. Dirichlet tétele szerint igy az

{z: 2 =20+ PQk, k€ N}

halmazban (illetve a megfelel§ szdmtani sorozatban) végtelen sok primszam
van. Megmutatjuk, hogy ha az a = p primszdm ezen primek kozé tartozik,
akkor (6.9) teljesiil. p nyilvanval6an megoldédsa (6.10)-nek, azaz

p=1 (mod P) és p=—1 (mod Q).
Ebbdl kapjuk, hogy
pil(p—1) é ¢ |(p+1)

minden i (1 < i < w) indexre. Ezért p — 1-nek és p 4+ 1-nek legaldbb annyi
pozitiv osztdja van, mint amennyit az w darab kiillonb6z6 primbdl el6 lehet
allitani. A d = 1 osztoval egyiitt ezek szdma nyilvan 2. Ezek alapjdn

dip—1)=22%, d(p)=2, dlp+1)=2",
amelybdl a kivant
dp—1)—d(p) >2-2>w és d(p+1)—d(p) >2-2>w

egyenlGtlenségek adédnak, ha w > 2. =

A d(n) értékeknek az n-hez hasonlitott nagysagrendjérol szol a kovet-
kez6 tétel.

6.21. TETEL. Tetszbleges € > 0 valds szdmhoz létezik olyan e-tdl fiiggd
¢ pozitiv konstans, hogy barmely n pozitiv egészre
d(n) < en®.

(65N %)

B1zoNYITAs. Legyen n > 1 és kanonikus alakja n = p{"p5? - por,
tovabba igazoljuk allitasunkat

d(n)

nE

(6.11) <ec

alakban, ahol feltehetd, hogy 0 < ¢ < 1. d(n) explicit alakjat hasznalva
kapjuk, hogy

r

dn)  (aa+1)(ae+1)-(ar+1) a; +1
(612) e = a1 EQip Ea,.r = | | Zeai .
n Py Py " Dr o1 Pi
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Ahhoz, hogy a (6.11)-ben szereplé egyenl6tlenséghez jussunk, a (6.12)-ban
szerepld

a; +1
EQ;

p;
EQG

tényezoket kell feliilrél becsiilni. Kezdjiik ezt a p;

1

alsé becslésével:

a; +1

(6.13) ps® > 25 = ¢=@il082 5 2 1og 2 = % —; i log2 > ¢ log 2,

ahol felhaszndltuk, hogy p; > 2, e* > z és a; > 1. Azon p;*-re, ahol
pS > 2, a (6.13)-ban szerepld alsé becslésnél jobbat is adhatunk, ugyanis
a; > 1 miatt

(6.14) PE > 2% > + 1.

A (6.13) és a (6.14) becslések segitségével (6.12)-bél az aldbbi egyenl6tlen-
ségek addédnak:

d : i 1 i 1 . 1
’ELZ) :Ha‘;:i - H aé—; H a]a:z_j <

i=1 Pi piln Pi pjln p]
p§<2 p§Z2
o; +1 a;+1 2 2
< it <
- }1 S(a; +1)log?2 J-_l[n a; +1 HL elog2 — ]E-;[QslogQ’
Py <2 pj.]22 p§l<2 P

ahol az utols6 szorzast minden olyan p primre el kell végezni, amelyekre
p® < 2. Lathaté, hogy
c=1]

peE<2

>1

clog2
fiiggetlen n-tél, és igy egyediil e-tdl fiiggd konstans. Mivel ¢ > 1, igy (6.11)
n = 1 esetén is teljesil. m

Tétellinkbol egyszertien kovetkezik, hogy

logd
(6.15) lim 2240 _

n—00 logn

ugyanis a d(n) < cn® egyenl6tlenségh6l mindkét oldal logaritmusét véve
kapjuk, hogy logd(n) < logc + ¢logn, vagyis n > 1 esetben

logd(n) 1
0< 8 (n)< Ogc+€

logn logn
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Mivel ez ut6bbi minden € > 0-ra teljesiil, és lim llggz =0, ezért igaz (6.15).

A széamelméleti fliggvények értékkészlete, mint azt az elézdekben a
d fuggvénynél is lattuk, alig-alig mutatnak valami szabdlyossagot, inkabb
jellemz6 rajuk a nagyfoku ingadozas. Ezért is meriilt fel, hogy a szamelméleti
fliggvények atlagérték fliggvényeit vizsgaljuk, reménykedve abban, hogy
ezek mar kozelithetOk — legalabbis nagy n-ek esetén — ismert valds fligg-
vényekkel.

DEFINICIO. Legyen f szdmelméleti fliggvény és
Fn)=f1)+f@2)+-+ f(n).
Az F(n) = % hozzéarendeléssel értelmezett F' szdmelméleti fiiggvényt az
f atlagérték fiiggvényének nevezziik.
E témakor fontos definicidja a kovetkezd.

DEFINICIO. Legyen f és g két valds fiiggvény. Ha

lim le,

v—o0 g(x)

akkor azt mondjuk, hogy f aszimptotikusan egyenld g-vel és ezt az f ~ g
szimbdélummal jeloljik.

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

- — S(n
St) =Y o), Stn) = 2,
i=1
noo — ®(n)
B(r) = 3- ol B(nm) = 2,
nooo — V(n)
V() = 3 (), Vin) =1,
R = D(n)
D(n) = 3 d(i). Dn) = 2.
Ismertek a fentiekre vonatkozo6 alabbi aszimptotikus egyenlOségek.
_ 7(2
S~ f, ahol f(n)= s
® ~ g, ahol g(n)= %n;
T
V ~h, ahol h(n)=1loglogn (n > 1);
D ~t, ahol t(n)=logn.
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Ezek kozil csak az utolsét részletezzik.

6.22. TETEL. A d szamelméleti fliggvény dtlagérték fiiggvénye aszimp-
totikusan egyenlé a log fiiggvénnyel, azaz

n

Z d(i) ~ logn.

i=1

1
n

BizoNyiTAs. Tételiink bizonyitdsdhoz sziikségiink van a szdmelméleti
bizonyitasokban gyakran hasznalt

= 1
(6.16) log(n+1) < Z —< 1+logn

m=1

egyenlGtlenségre, amelyet szokas integrallal, illetve az analizisbdl ismert

(6.17) <1+;>m <e< <1+m>m+l (m e NT)

egyenl6tlenség segitségével igazolni. Az integrdlos bizonyitdsok inkabb a
primszamelméletben elterjedtek (14sd a 7. fejezetet), ezért (6.16)-ot itt a
(6.17) alapjan bizonyitjuk.

A (6.17)-beli egyenlStlenségek mindkét oldaldt logaritmalva kapjuk,

hogy
1 1
<1<(m+1)logm;— ,

mlog
amelybdl log m7“-1[1&(—:-1 osztva, majd az egyenlGtlenség reciprokat véve az

m+1 1

1
6.18 — <1
( ) m+1 8 m m

egyenl6tlenséghez jutunk. (6.18)-bdl adédik, hogy

& m—+1 "1
mzzjllog - <EZ:E,

m=1

azaz, a logaritmus ismert azonossaga miatt

n

1
n m m’
m=1

34 n+l - m+ 1
10g(n+1)—log<2-2-3--- >—mz::110g <

132



Ugyancsak (6.18)-b6l kapjuk, hogy

1 =1 , ”’11 m+1
m=1

m=1

amelybol

n
n

1
= m n—1

<1—|—log<2-;’~~ >:1+logn

kovetkezik. Ezzel a (6.16) egyenl8tlenséget igazoltuk.
A tételiink bizonyitasahoz szintén felhasznaljuk a

n

©19) Do) =)+ )+ = Y []

Osszefliggést, amely pedig azért igaz, mert az osztok szdménak a meghata-
rozasa nem fligghet az Osszeszamlaldasi médtél. Ugyanis a jobb oldali 6sszeg-

zéskor azt vizsgaljuk, hogy egy adott m az 1,2, ..., n szamok koziil hanynak
osztéja, mig a masik esetben az 1,2,...,n szdmok osztdinak a szamat

osszegezziik. ([x] az x egész részét jeloli.)

A tovabbiakban D(n)-re adunk egy alsé és egy felsé becslést (6.16) és

(6.19) segitségével.

n

D(n):Z[;]Zi(;l):n+nzﬂ:;>

>nlog(n+1) —n >nlogn —n

és

D(n)zz [%] < f:;:nzn:;<n(l+logn).

m=1 m=1 m=1

Ezen egyenl6tlenségekbdl kapjuk, hogy
D
(6.20) -1 D) _ logn < 1.
n

Legyen

(6.21) r(n) = D(n)

—logn,



ahol (6.20) miatt |r(n)| < 1. (6.21)-b6l kovetkezik, hogy

D) _ D) _, , ()

logn  nlogn logn’

amelybél |r(n)| < 1 miatt

lim E(n)

n—oo logn

:1’

azaz D ~ log. m

E témakor befejezéseként megemlitjiik, hogy dltaldban nem igaz az,
hogy f(n) leggyakrabban az F'(n)-hez kozeli érték, jollehet van ilyen szam-
elméleti fiiggvény is.

Feladatok

1. Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy d(n) értéke paratlan
legyen?
d(n)

2. Legyen P(n) = || d. Bizonyitsuk be, hogy P(n) =n"z .
d|n

3. Melyik az a minimalis n, amelyre d(n) = 23.

4. Bizonyitsuk be, hogy
(a) minden primszadmhatvany osztékban hidnyos (sziik6lk6do);

(b) hédrom pératlan primszdm szorzata osztékban hidnyos (szitkélkédo).

5. Bizonyitsuk be, hogy ha n tokéletes szdm, akkor > é =2
d|n

6. Bizonyitsuk be, hogy ¢(n) péros szam, ha n > 3.
7. Odjuk meg a p(x) = 24 egyenletet.

8. Bizonyitsuk be, hogy barmely n € NT-ra
(a) d(n) + ¢(n) <n+1;
(b) o(n)p(n) < n?.
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9. Bizonyitsuk be, hogy barmely m,n € NT-ra

(a) ha m | n, akkor p(m) | ¢(n);

(b) 2/ < d(n) < 2X00).

10. Bizonyitsuk be, hogy

(a) az u fuggvény (u(n) = n) Osszegezési fliggvénye a o fiiggvény;
(b) a ¢ fiiggvény Osszegezési fiiggvénye az u fliggvény;

(c) ‘Z [u(d)] = 2%, ha n = pi™* - - pir.
din
d) ha f(n) = (—=1)"*! és g(n) = (1 — k)d(m), ahol n = 2¢¥m (k >
0, (2,m) = 1), akkor f Gsszegezési fliggvénye g;

(e) ha f(n) = % és g(n) = #, akkor [ Osszegezési fliggvénye g;
| 1, ha n négyzetszam,
() %L)\(d) - {0, egyébként.

11. Bizonyitsuk be, hogy

(a) % A(d) = logn;

(b) A(n) = — %ﬁ pu(d)log d.

12. Igazoljuk, hogy barmely n € NT esetén

(a) (¢ xd)(n) = o(n);

(b) 5 (p*0)(n) =d(n);

(c) (Axd)(n) = 3d(n)logn.

13. Bizonyitsuk be, hogy x(n)log2 <logn, han € NT.

14. Bizonyitsuk be, hogy barmely m € N esetén
om!) _ &
22
d=1

15. Bizonyitsuk be, hogy n > 9 esetén d(n) < n — 5.

1

Qul

16. Milyen n pozitiv egész szdmokra igaz, hogy

2d(n?) — 3d(n) = 0?
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7. A primszamelmélet elemei

Az elézéekben mar foglalkoztunk primszamokkal és a primszamok je-
lentoségével a szamelméleti problémak targyaldsa soran. Most a primszamok
mélyebb tulajdonsigait és a veliik kapcsolatban felvetodd eloszlasi problé-
makat fogjuk megvizsgalni.

Korédbban emlitettiik (1.28. Tétel), hogy a primek szdma végtelen.
Ezt mar Euklidész is tudta, de a primek végtelensége a fejezetiink legtobb
tételébdl is kovetkezik. Bevezetésként azonban megmutatunk erre egy mésik
elemi bizonyitést.

7.1. TETEL. A primszdmok szama végtelen.

B1zoNYITAS. Bebizonyitjuk, hogy az
F,=2" 41 (n=0,1,2,..))

alaki Fermat-szamok paronként relativ primek. Legyenek £k > 1 ésn > 0
pozitiv egészek és legyen d = (Fi,4k, F,). Mivel

Fop =222 11=(F, - 1) +1,

ezért a binomidlis tétel alkalmazasaval vagy més elemi médszerrel konnyt
belatni, hogy F, 41 alakja

Fn+k:Fnt+27

ahol t egy pozitiv egész. De d | F}, és d | Fy1, ezért d | 2 és igy d = 1, mivel
a Fermat-szamok paratlanok.

(A d = 1 allitdas kongruencidk alkalmazasaval is bizonyithat6. Mivel
d| F, és d| Fyyp, ezért 22" = -1 (mod d) és

0 — Fn+k _ Fn _ 22n+k . 22n _ 22n <22’n+k72n . 1)

) )

—1-(-1)*"'=2 (mod d).

Ebbél d | 2 és d pératlan volta miatt d = 1 kovetkezik.)
Tehat a Fermat-szamok valdoban paronként relativ primek. Mindegyik
Fermat-szam tartalmaz legalibb egy primtényez6t, ami a relativ primség

136



miatt kiilonbozik a tobbi Fermat-szam primtényezoitol, igy legaldbb annyi
primszam van, mint ahdny Fermat-szam, vagyis végtelen sok. m

Az egymast kévetd p1 = 2, po = 3, p3, P4, ... primszamok sorozatat
szemlélve nehéz kozottiik valami szabalyossdgot talalni. Egy durva felso
korlat viszont kénnyen adhaté az n-edik primszamra.

7.2. TETEL. Legyen p,, az n-edik primszdm. Ekkor
pn <22,

han > 1.

B1zoNYITAS. Megjegyezziik, hogy az n > 1 feltétel azért sziikséges,
mert n = 1 esetén p; = 2 = 227" s igy a tételbeli szigori egyenlétlenség
helyett egyenl6ség teljesiil. A tételt teljes indukcidval bizonyitjuk. Az dllitas
n:2ésn:3eseténigaz,rnertp2:3<221 :4ﬁés;z)3:5<222 = 16.
Tegyiik fel, hogy igaz az allitdas n = 2,3, ...,k — 1 esetén, ahol k > 2. Ekkor
az N = pipa - pr—1 + 1 egészre

k—1
N=][p+1<2" 222 22 41
1=1
R ALIR L AL [N Cu I
< 2‘ 22k71_1 ::2

21@—1

fels6 becslés adhaté. Legyen p; az N egy primosztdja, amelyre nyilvanvaléan
pj < N.Dej >k, mert p;/ N,hal<i<k—1,ezért

pr<p;j <N 22"

Tehat az allitds n = k esetén is igaz, és igy igaz minden n természetes
szamra. W

A kovetkezékben egész szamok szamtani sorozataiban eléfordulé prim-
szamokkal foglalkozunk. Tekintslink egy a # 0 differencidju, b # 0 kezdo-
elemti ax +b (r =0,1,2,...) végtelen szdmtani sorozatot. A sorozat tagjai
ko6zott nyilvan csak akkor fordulhat el végtelen sok kiillonb6z6 prim, ha a és
b relativ primek, ugyanis (a,b) | (ax + b) minden egész = esetén. Dirichlet
bizonyitotta, hogy az (a,b) = 1 feltétel ehhez nemcsak sziikséges, hanem
elégséges is.

7.3. TETEL. (Dirichlet) Legyenek a és b zérustdl kiilonbozé relativ prim
természetes szamok. Ekkor az

ak+b (k=0,1,2,...)
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végtelen szamtani sorozat tagjai kozott végtelen sok primszam van.

A tétel bizonyitdsa til messzire vezetne, ezért csak néhdny specidlis
esetét bizonyitjuk be (a =4, b = +1 esetek).

7.4. TETEL. Végtelen sok 4k — 1 alakii primszdm van.

BizoNYiTAS. Az éllitast indirekt titon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy
véges szamu 4k — 1 alaki primszam 1étezik és ezek py,pa, ..., pn. Tekintsiik
az

N =4pips---pn —1

egész szamot. Az N szintén 4k — 1 alaku, ezért kell hogy legyen egy 4k — 1
alaku p primosztéja, mivel minden paratlan prim 4k + 1 vagy 4k — 1 alakud
és a 4k + 1 alaku szdmok szorzatanak alakja is 4k + 1. De p kiilonbozik a
felsorolt primekt6l, hiszen p | N és p; | N (i =1,2,...,n). Ez ellentmond
annak, hogy az 0sszes 4k — 1 alaki primet felsoroltuk. m

7.5. TETEL. Végtelen sok 4k + 1 alakii primszdm van.

Bi1zoNYITAS. Az el6z8 gondolatmenet itt nem hasznalhaté, mivel egy
4k + 1 alaku szam nem biztos, hogy tartalmaz tényezoi kozott 4k + 1 alaka
primeket, hiszen péaros szdmu 4k — 1 alaki prim szorzatanak alakja 4k + 1.
Ezért mas modszert alkalmazunk.

Legyen N > 1 egy tetszlleges pozitiv egész. Bebizonyitjuk, hogy 1é-
tezik egy N-nél nagyobb 4k + 1 alaki prim. Tekintsiik az (N !)2 + 1 egész
egy p primosztdjat. Erre nyilvan (N!,p) = 1 és p > N, hiszen N! min-
den N-nél nem nagyobb pozitiv egésszel oszthatd, 1 pedig csak 1-gyel. A
P ((N!)2 + 1) oszthatésighol

(N)?*=—-1 (mod p)

kovetkezik. A kongruencia mindkét oldalat (p—1)/2 hatvinyra emelve, és al-
kalmazva az Euler—Fermat-tételt,

p—1

1=(NDY"'=(=1)2 (mod p)
-1
adédik és igy p # 2 miatt (—1)"F = 1. Ebb] azonban az kévetkezik, hogy
p alakja 4k + 1, mert p = 4k — 1 esetén (p—1)/2 paratlan lenne.
Tehat tetszOleges pozitiv szdmnél nagyobb 4k + 1 alaku prim létezik,
amibdl az ilyen alakt primek végtelen szama kovetkezik. m

Dirichlet tételének egy alkalmazdsaként megmutatjuk, hogy végtelen
sok ugynevezett izoldlt prim létezik. Ezalatt azt értjiik, hogy léteznek olyan
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primszamok, melyek el6tt és utan tetszolegesen el6irt szamu Osszetett szam
,,sorakozik”, vagyis Osszetett szamokkal van elvalasztva az elOtte és utana
kovetkezo primektol. Pontosabban a kovetkezdt bizonyitjuk.

7.6. TETEL. Minden QQ > 1 egész szam esetén talalhaté egy p prim tgy,
hogy a [p — Q,p + Q] intervallumban csak p a prim.

B1zONYITAS. Legyen ¢ egy primszam, melyre ¢ > @Q +2 és tekintsiik az
s=2-3-(q—1)(qg+1)(¢+2) (29 —2)

egyenl6séggel definidlt s egész szdmot. Mivel ¢ [ s, ezért (¢,s) = 1, igy a
7.3. Tétel kovetkeztében van olyan k > 0 természetes szam, melyre

p=sk+q

prim. De

p+i=2-(¢=2)(¢—1)(g+1)(¢+2)---(¢+ (¢ —2)k+ (¢ +1)

oszthaté (q 4 i)-vel minden ¢ = 1,2,...q — 2 esetén, és hasonléan a p — i
szamok oszthatdk (¢ — i)-vel, ezért p+i és p — i Osszetett, ha 1 <i < ¢—2.
Ebbdl mar kovetkezik az allitds, mivel g —2 > Q. n

A 7(x) becslése

Azt mér 1lattuk (t6bb el6z6 tételbdl is kovetkezik), hogy a primszamok
szama végtelen. J6 lenne azonban tudni, hogy a természetes szamok ko6zott
milyen sok a primek szdma. A probléma ilyen felvetése nyilvan értelmetlen,
hiszen a természetes szdmok halmaza is és a primek halmaza is megszam-
ldlhatéan végtelen. Erdekes azonban azt keresni, hogy egy korlatnal nem
nagyobb primszamok és természetes szamok szama hogy viszonyul egymas-
hoz.

Legyen z egy pozitiv valds szdm. A kovetkezékben 7 ()-szel jeloljiik az
z-nél nem nagyobb primszamok szamat. Példaul = (\/5 ) = 0, mert minden
prim legaldbb 2, és 7 (7) = 4, mert 2, 3, 5 és 7 a 7-nél nem nagyobb pri-
mek. A matematikusok régéta foglalkoznak azzal, hogy 7 (z) értékét minél
pontosabban meghatarozzdk. Az nyilvanvald, hogy egy n > 1 természetes
szam esetén m(n) < n, hiszen nem minden természetes szdm prim. A 7.2

Tétel alapjan adédo « (22i_1) > 1 becslésbdl pedig, n = 22" helyettesi-
téssel, 7 (n) > log, (logy ) + 1 alsé korlat adhatd. Ezek a trividlis korldtok
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azonban lényegesen javithaték. Hadamard és de la Vallée Poussin 1896-ban
bebizonyitottak a kovetkezd, dgynevezett nagy primszamtételt.

7.7. TETEL. Legyen 7 (x) az x > 1 valds szdmnal nem nagyobb prim-
szamok szama. Ekkor
m ()

ahol logx az x természetes alapu logaritmusat jeloli és az aszimptotikus
egyenloség azt jelenti, hogy

X

~ log x’

A tétel alapjan tehat tetszéleges € > 0 esetén

(1—¢) <m(x)<(1+4¢)

log logx’

ha x az e-tdl fiiggben elég nagy.
A nagy primszamtételt nem bizonyitjuk, csak annak egy gyengébb val-
tozatat.

7.8. TETEL. Minden n > 2 természetes szdm esetén igaz az

" crn) <6—

1
6 logn logn

egyenlétlenség.

A tétel bizonyitasaban felhasznalunk néhany segéderedményt a fak-
toridlis fliggvénnyel, illetve a binomialis egyiitthatékkal kapcsolatban.

I. SEGEDTETEL. (Legendre-formula) Minden n > 1 természetes szdm

esetén
_ o
p<n

ahol a szorzast az O0sszes n-nél nem nagyobb p primre terjesztettiik ki és
= [n
=35
B1zoNYITAS. Legyen p < n egy primszam. Ez a prim az
nl=1-2-3---n
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szorzatban a p, 2p, ... tényezOk osztdja, melyek darabszama [%} De a p?,

2p?, ... tényezdk p>-tel is oszthatdk, ezért a szorzatban p kitevéjét ezek [;—2]

értékkel novelik. Folytatva a gondolatmenetet,

SERARA

adddik, ahol a tagok szama véges, mert p* > n esetén [pﬂ} nulla. m

II. SEGEDTETEL. Legyen

IT »

n<p<2n
az n-nél nagyobb, de 2n-nél nem nagyobb primek szorzata. Ekkor
2n
IT »
n
n<p<l2n

minden n > 1 esetén.

Bi1zoNYITAS. Mivel

(2n> om(2n—1)(2n—2)---(n+1)

n n!

ezért minden n < p < 2n feltételt kielégité p prim szerepel a tort szam-
ldléjaban tényezoként, a nevezének viszont nem osztéja. Igy ezen primek
szorzataval az egyszertsités utan is oszthaté a (2:) binomidlis egyiitthato.
| ]

IT1. SEGEDTETEL. Legyen

I v

prS2n<pr+1

a kiilonb6z6, 2n-nél nem nagyobb primek azon hatvanyainak szorzata, me-
lyekre az elGirt egyenlétlenség teljesiil. Ekkor

Ol

pr S2n<p'r'+1
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minden n > 1 esetén.

BizoNYiTAS. A Legendre-formula (I. Segédtétel) alapjan

ahol p” < 2n < p" 1! feltételezéssel

=% ([F]-2F1)

Belatjuk, hogy [7} -2 [%} = 0 vagy 1 minden pozitiv egész ¢ esetén.

Legyen n = gt + s, ahol ¢, s nemnegativ egészek és 0 < s < ¢q. Ekkor

val6éban
2 2 2
["} 9 [”} =2t + [1 — 9t = [8] = Ovagy 1,
q q q q

mivel 0 < 2s < 2¢. Ebbdl mér kovetkezik, hogy 8 < r. Igy a tételbeli
oszthatésag bal oldalan szereplé primek kitevoi nem nagyobbak, mint a
jobb oldaliak, ezért az oszthatdsdg valéban fennall. m

2" < <2n> < 2%n
n

minden n > 1 természetes szam esetén.

IV. SEGEDTETEL.

B1zoNYITAS. Mivel
2n

ezért a jobb oldali egyenl6tlenség valoban igaz. Masrészt azonban

<2n> Mm2n—1)--(2n— (n—1))

n

nn—1)---2-1

1 k n—1
—92(92 ) ) on
(2 5m) (v ats) - 420 >
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ezért a bal oldali egyenlGtlenség is igaz. m
Most mar ratérhetiink a tételiik bizonyitasara.

A 7.8. TETEL BIZONYITASA. Legyen n > 2 egy természetes szam.
Mivel a pozitiv egészek korében az a | b relaciébdl a < b kovetkezik, ezért a
II. és a IV. Segédtétel alapjan

2
H p< < n> < 2%,
n
n<p<2n
A bal oldali szorzatban minden primtényezé n-nél nagyobb ezért m (x) defi-

niciéja miatt
H p> nw(2n)f7r(n)’

n<p<l2n
és igy
(7'1) nrr(2n)f7r(n) < 227@.

Hasonlé gondolatmenettel a I11. és a IV. Segédtétel alapjin

2
II »= < n) > 2",
pr§2n<pr+1 n
illetve a m(x) definicidjabdl

[T <™
pr<2n<prtl
adddik, és igy
(7.2) (2n)" ") > on.

Legyen az n pozitiv egész n = 2% alaki, ahol k > 0. Ekkor (7.1) alapjan

2k(7r<2k+1)—7r(2k)) < 22"’+1
vagyis
B(r (2541 = 7 (25)) < 28,

Ebbdl, felhasznélva a 7 (n) < § trivialis becslést,
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kovetkezik, amibél k = 0,1,2,..., (k — 1) helyettesitéssel a
7(2)-0<3-2°
2r (2%) — 7 (2) < 3.2
3m(2%) — 27 (2%) <3-2°

km (28) — (k—1) 7 (2571) < 3.2kt

egyenl6tlenségek kovetkeznek. Az egyenl6tlenségek megfelel6 oldalait Gssze-
adva azt kapjuk, hogy
km(2F) <3(1+2422+---+2"1) <328,
és igy
2k

7r(2’€)<3-?

Hasonléan kovetkezik (7.2)-bél a

U DR(2) 5 g2t

illetve k + 1 helyett k-t {rva a

2k=1 1 9k
k _— = — . —
7T (2 ) > A 5 &

egyenlGtlenség. Azt kaptuk tehat, hogy

(7.3)

2k 5
-?<7T(2)<3-—.

| =

Legyen n > 1 egy pozitiv egész, melyre a

egyenl6tlenség teljestil valamely k& > 1 mellett. Ekkor (7.3) alapjan

S>> >
=71
4k 4% 6 logn
és
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bt 2k:+1 2k
2 3 =6 <
) < () <3y =0 S
n n n
<6 6 6
- k:+1< 112%< logn

kovetkezik, tehdt a tételiink allitdsa minden n > 2 esetén igaz. m

Az n-edik primszam becslése

A pp-nel jelolt n-edik primszémra a 7.2. Tétel ad egy felsé korlatot, és
Prn > n is nyilvan igaz, hiszen az 1,2,...,n szamok k6zott nem mindegyik
prim. Az el6z6 tételiink alapjdn azonban lényegesen jobb becslést adhatunk
az n-edik primszamra.

7.9. TETEL. Ha p,, az n-edik primszdm és n > 1, akkor

1
Enlogn < pn < 12nlogn.

BizoNYiTAs. Mivel 7 (p,,) = n, hiszen az n-edik primszdmig pontosan
n primszam talalhato, ezért a 7.8. Tétel alapjan

Pn
T(pn) =n <6 ,
(#) log .
és igy p, > n felhasznalaséval
1 1
(7.4) Dn > gnlogpn > gnlog n.
Masrészt, szintén a 7.8. Tétel alapjan
L pn
— > —
o) =T o
amibdl
(7.5) pn < 6nlogpy,

kovetkezik. A 7.8. Tétel miatt

B
6logn?  12logn

>n:7r(pn)
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ha n > 47, ezért
pn <17,

és (7.5) alapjan
pn < 6nlogn? = 12nlogn,

ami (7.4)-gyel egyiitt a tételt bizonyitja n > 47 esetén. Az n = 2,3,...,46
esetek kozvetleniil beldthatok. m

Megjegyezziik, hogy a 7.7. Tétel alapjan az is igazolhatd, hogy

. Pn
Pn ~nlogn, azaz lim =1
n—oo nlogn

A primszamok eloszlasa

A kovetkezékben megmutatjuk, hogy a primszamok az egész szamok so-
rozatdban viszonylag sliriin helyezkednek el. Ismert, hogy a négyzetszamok
reciprokosszegének végtelen sora konvergens. A kovetkezd tételbol azonban
kovetkezik, hogy a primek reciprokosszegének sora viszont divergens.

7.10. TETEL. Megadhaté két cy,co pozitiv valés szam tgy, hogy az
n-nél nem nagyobb primszamok reciprokosszegére

1
c1 log (logn) < Z — < cglog (logn),
p<n

ha n elég nagy.

B1zoNYITAS. A bizonyitdsban sziikségiink lesz az m-nél nem nagyobb
természetes szamok reciprokosszegének becslésére. A 6.22. Tétel bizonyi-
tasaban mar lattunk az Osszegre egy egyenlGtlenséget, most azonban maés
modszerrel adunk a reciprokosszegre also, illetve felsé korldtot. A reciprok-
fiiggvény [1, n| intervallumra valé lesziikitésének az {1,2,...,n} beosztdshoz
tartozé alsé és fels6 integralkozelito Osszegét tekintve — felhasznalva, hogy
a fliggvény szigorian monoton csokkend — az

11 1 [dz 11 1
g [ gn <l it
3 n T
1

2 2 3 n—1
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egyenlttlenséget kapjuk. Ebbdl viszont az kévetkezik, hogy

"1
(7.6) logn < Z z < 1+ logn.
k=1

A tételiink bizonyitdsa céljabdl tekintsiik az n-nél nem nagyobb termé-

szetes szamok reciprokosszegét. Erre nyilvan

Z H<1+ +—+ >

p<n

hiszen minden k < n egész n-nél nem nagyobb primek hatvinyainak szor-

zata. Ennek alapjan, (7.6) felhasznélasaval,
1

logn<H(1+;+1+ ) 1_[1_l
p<n D

p<n

addédik. Mindkét oldal logaritmusat véve azt kapjuk, hogy

log (logn) < Z log (1 — )

(7.7)

De —log (1 —4) < 26, ha 0 < § < 1, ezért (7.7) kovetkeztében

1
log (logn) < 2 Z -,
p<n p
amibodl a tétel bal oldali egyenlGtlensége kovetkezik ¢ = % konstanssal.
Most ratériink az Osszegilink felsé becslésére. Mivel az n-nél nem na-
gyobb primek szdma n-nél kisebb, és a 7.9. Tétel alapjan p, > %nlog n,

ezért

Z Zi 5 g 37"10g7“'

p<n

De kénnyt belatni, hogy

1 / dx
< :
rlogr zrlogx
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ha r > 3, ezért

Z < / xlogxi

p<n 1
5 [ dr 5
=—-+6 — 4+ 6 [log(1 =
>+ /mlogx ® 16 los(log )]}
2

= 6log (logn) + (2 — 6log(log 2)) ,

ami a tételiink hidnyzo allitdsat bizonyitja tetszéleges co > 6 konstanssal,
ha n elég nagy. m

Megemlitjiik, hogy a primszamok reciprokosszegére vonatkozd

1
— ~ log (logn
> 4 ~ oo

p<n

aszimptotikus egyenlGség is igaz.

A 7.6. Tételbdl kovetkezik, hogy tetszélegesen nagy olyan intervallum
taldlhaté a szdmegyenesen, melyben minden egész Gsszetett. Ez kozvetlentil
is igazolhato. Legyen ugyanis N egy tetszéleges pozitiv egész ekkor az

(N+1D)!+2 (N+D!43, ..., (N+ 1)+ (N+1)
egészek N darab egymaést kovetd Osszetett szdmok, mivel rendre 2-vel, 3-
mal, ..., (N+1)-gyel oszthatok. Nem igaz tehdt az, hogy ha egy intervallum
elég nagy, akkor taldlhaté benne legalabb egy prim. Erdemes azonban azt
vizsgalni, hogy egy intervallum alsé végpontjahoz viszonyitva mekkora felsé
végpont esetén garantialhatd egy prim létezése az intervallumban. Bertrand
sejtette és Csebisev bizonyitotta a kovetkez6 eredményt.

7.11. TETEL. (Bertrand-posztuldtum, illetve Csebisev-tétel) Ha n > 1
egész szam, akkor az (n, 2n) nyilt intervallum tartalmaz legaldbb egy primet.

A tétel bizonyitasdnak elOkészitéseként beldtunk néhany segédtételt.
Korabban a (27?) binomialis egytitthatora mar adtunk also, és fels6 korlatot,
de most pontosabb korlatokra lesz sziikségiink.

I. SEGEDTETEL. Ha n > 1, akkor

2n S 4m
n on
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Bi1zoNYITAS. Mivel

2n 1-2:3---(2n—1)2n2n
2n =

n 1-2--n)1-2-n)
2345 2k2k+1 2n2n

1122 k k non

> 2% = 4"

ezért igaz az allitds. m

II. SEGEDTETEL. Ha n > 5, akkor

2n < 4n—1
n .

B1zZONYITAS. n = 5 esetén igaz az allitds, mivel
10
<5> =252 < 256 = 4%

Tegyiik fel, hogy valamely n > 5 esetén teljesiil az egyenlétlenség. Akkor
n + 1-re is, mert

n+Dln+1)!  nn! (n+1)(n+1)

- (2”) <1+ i >2<4”—1-2.2:4<”+1>—1.
n n-+1

Ezért a teljes indukciés gondolatmenet alapjan minden n > 5 természetes
szamra fennall az egyenlGtlenség. m

<2(n+ 1)> _ (@n+2)t (20)!2n+1)(2n+2)
n+1 (

III. SEGEDTETEL. Ha n > 2, akkor az n-nél nem nagyobb primek
szorzatara fennall a
H p < 4"

p<n
egyenlotlenség.

B1zoNYITAS. Teljes indukciéval bizonyitjuk az &llitast. Az egyenl6tlen-
ség 2 < n < 10 esetén kozvetleniil belathaté. Tegyiik fel, hogy 2,3,...,n
esetén igaz az allitas. Ha n alakja n = 2k, ahol k > 2, akkor

I r=10»={17]| 1l »

< < < k41<;
p<n+1 p<2k-+1 p<k+1 p£2k+p1
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De, mint ahogy a 7.8. Tétel II. Segédtételében lattuk, (Qkkjf) binomidlis

egyutthaté oszthatd a k + 1-nél nagyobb és 2k + 1-nél nem nagyobb primek

szorzataval, igy (2}5:12) nem kisebb a szorzatnél, ezért az indukciés feltétel

és a II. Segédtétel miatt

H p < 4F+1 <2]<;kj12> < gkHIgh _ gn+1
p<n+1

Ha viszont n alakja n = 2k — 1, akkor

H p= Hp: H p:Hp<4”<4”+1.

p<n+1 p<2k p<2k—1 p<n

Tehat a feltételek mellett paros és paratlan n esetén egyarant igaz az allitas
n + l-re is, ezért az allitdsunk minden n > 2 esetén igaz. m

IV. SEGEDTETEL. Legyen n > 5 egy természetes szam. Ekkor (2:)

primtényezds felbontasdaban a v/2n < p < 2n feltételnek eleget tevs primek
legteljebb az els6 hatvanyon szerepelnek, mig a %n < p < n feltételt kielégité
primek egyaltalan nem szerepelnek.

BizoNY{TAs. A Legendre-formula (a 7.8. Tétel I. Segédtétele) miatt

()=

p<2n

-2 (]G]

(2

ahol

Azt mér kordbban lattuk (a 7.8. Tétel I11. Segédtételének bizonyitdsdban),

hogy {%"} -2 {%] = 0 vagy 1, barmely ¢ > 1 egész esetén. Ezért ha egy

p primre v2n < p < 2n, akkor a hozza tartozé ~ kitevé valéban 0 vagy 1,
hiszen a ~-ban szerepld Osszeg tagjai p? > 2n miatt mind zérus, ha i > 1.

Legyen most p egy olyan prim, melyre %n < p <n.A vt meghatdrozé
Osszeg most is csak egytagd, mivel n > 5 és a p-re adott korlatok miatt
p' >2n,hai>1. Azi=1 esetben

-2 2] (3]
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n n n 3n
n p n 2n
adédik, azaz 2 < {2?"] < 3és [%} = 1. De p > 2n miatt 27” < 2n/(3n) =3,

ezért {27"} = 2, és igy valdban

] aevrce-

V. SEGEDTETEL. Legyen a (2:) binomidlis egytitthaté primhatvanyté-

nyezos felbontasa
2n H o
n

p<2n
Ekkor minden primhatvanytényezore p® < 2n.

B1zONYITAS. Legyen p egy primszdm p < 2n feltétellel és legyen k az
a pozitiv egész, melyre p* < 2n < p**!. Ekkor a Legendre-formula alapjan

- (1B (313 (Bl =

mivel, mint ahogy kordbban is lattuk, minden zardjelben 1év6 érték 0 vagy
1. Igy valéban
p*<pt<2n.m

A segédtételek alapjan a tételiink bizonyitdsa mar nem okoz sok nehéz-
séget.

A 7.11. TETEL BIZONYITASA. Legyen n > 5. Ekkor a IV. Segédtétel
alapjan (2:) primhatvanytényezos felbontasa

(7.8) <2:>= II »° II » ( 11 p)

p<v2n \/2n<p§%n n<p<2n

alakban irhaté fel. A v/2n-nél nem nagyobb primek szama nyilvan kisebb,
mint v/2n, ezért az V. Segédtétel alapjan (7.8)-ban

IT » < @),
p<V2n
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a III. Segédtétel miatt pedig

H p < Hp<4§”

2
\/2n<p§%n p<3sn

adédik. Ezek alapjan, alkalmazva az 1. Segédtételt, (7.8)-bol

2n n
n<p<2n (2n)\/ﬁ4%n 2n(2n)\/ﬂ4%n
43n
= (2n)VEnrt
kovetkezik. Ellenérizhetd, hogy
43m

(2n)v2n+1 > 1

ha n > 2000, igy a tételiink valéban igaz a kétezernél nagyobb n-ekre, mert
az (n,2n) intervallumban 1év6 primek szorzata 1-nél nagyobb, tehat van
prim az intervallumban. Az n < 2000 esetekben szamitégéppel konnyen
ellendrizhetd az allitds. m

A 7.11. Tétellel kapcsolatban felvetédik a kérdés, hogy az (n,2n) in-
tervallumnadl kisebb intervallumban tudjuk-e garantdlni primek létezését?
Bizonyithatd, hogy tetszoleges § > 0 valds szam esetén van olyan ng > 0
természetes szam ugy, hogy az (n, (1 + 6) n) intervallum tartalmaz legaldbb
egy primet, ha n > ng.

Régi és maig sem megoldott probléma, hogy két szomszédos négyzet-
szém, n? és (n + 1)2 kozott van-e mindig prim? Ez a probléma a kovetke-
z8képpen fogalmazhaté 4t. Legyen n? = x, és igy (n + 1)° alakja

1
(n+1)2:n2+2n+1:m+\/§(2+ﬁ> =z +g3te,

ahol
log (2 + x%l>

g=————%"—0, ha z— o0
log

Ennek alapjan az eredeti problémank a kovetkezével ekvivalens. Igaz-e, hogy

tetszOleges € > 0 mellett az (:c,:c + a:%“) intervallum tartalmaz legaldbb
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egy primet, ha x az e-tdl fliggben elég nagy? Manapsag a probléma ko-
vetkezd valtozatdval foglalkoznak. Adjuk meg § > 0 értékét ugy, hogy az
(x, x4 x0te ) intervallum tartalmazzon primet minden 4-tdl és e-t6l fliiggben
elég nagy x esetén. A cél természetesen § = % bizonyitasa. A 7.11. Téte-
liinkbol kovetkezik, hogy § = 1 kielégiti a kovetelményeket minden = > 2

esetén, de bizonyitottak, hogy § = 18 is megfelels. A % kozel van ugyan

31
%—hez, de § = % értékre még nem sikeriilt bizonyitani az allitast.

Befejezésiil megemlitiink néhany primszamokkal kapcsolatos megoldat-
lan problémat.

Még nem sikeriilt sem bizonyitani, sem céfolni Goldbach azon sejté-
sét, mely szerint minden 4-nél nagyobb paros szam felirhaté két paratlan
prim Osszegeként. Csak részeredmények ismertek ezzel kapcsolatban. Ma
még csak az ismert, hogy a paros szamok felirhatok 2n = p 4+ @ alakban,
ahol p egy pératlan prim és Q legfeljebb két primtényez6 szorzata. Az agy-
nevezett paratlan Goldbach-sejtés szerint minden 7-nél nagyobb paratlan
szam felirhaté harom paratlan prim Osszegeként. Konnyli beldtni, hogy a
paros esetbOl a paratlan mar kovetkezik, de ennek forditottja nem igaz.
A pératlan Goldbach-sejtés megolddsiahoz kozel allunk, mivel Vinogradov
bebizonyitotta a sejtést, minden elég nagy paratlan szamra, de a korlat még
nem érhetd el, a hidnyz6 szamokra nem igazolhatd a sejtés kozvetleniil még
modern szamitégépekkel sem.

A kis Fermat-tétel alapjan p | (2”’1 — 1) minden p paratlan prim
esetén. De vannak-e olyan primek, melyekre p? | (2°71 —1)? Az ilyen tu-
lajdonsagi primeket Wieferich-primeknek nevezziik. Eddig két Wieferich-
primet ismeriink, ezek 1093 és 3511. Problémaként meril fel, hogy van-e
t6bb Wieferich-prim, illetve ezen primek szdma véges-e vagy végtelen? A
probléma eldontése azért is fontos lenne, mert bizonyithatd, hogy el0segitené
az zP + yP = 2P Fermat-egyenlet megoldhatatlansaganak bizonyitasat is.

Az M, = 2™ — 1 alaku szdmokat Mersenne-szamoknak nevezziik. Egy
M,, Mersenne-szam csak akkor lehet prim, ha n is prim. Ugyanis ha n = rs
és r,s > 2, akkor

M, =2 —1=(2")° —1°,

és igy 2" — 1 egy valddi osztdja M,-nek. Itt is nyilvanvaléan felvetodik
az a probléma, hogy a Mersenne-szamok kozott a primek szama véges-e
vagy végtelen. Ez a kérdés is eldontetlen. A viszonylag konnyii kezelhet&ség
miatt szamitogépekkel altaldban a Mersenne-szamok kozott keresnek nagy
primszamokat, 1994-ig 33 Mersenne-prim volt ismert, ezek koziil a két leg-
nagyobb 2756839 _ 1 45 2859433 _ 1 Kordbban mar lattuk, hogy a Mersenne-
primek 1étezése Osszefiigg a paros tokéletes szamok létezésével is.
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Feladatok

1. ¢(n) explicit alakjat hasznélva bizonyitsuk be, hogy végtelen sok
primszam van.

2. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok 3k £ 1 és 6k + 1 alakd primszdm
létezik.

3. Bizonyitsuk be, hogy n > 2 egész esetén 2" — 1 és 2" + 1 nem
ikerprim.

4. Bizonyitsuk be, hogy p, < 2F, ahol p;, a k-adik primszam.

5. Bizonyitsuk be, hogy n > 2 akkor és csak akkor primszam, ha

m(n—1

(n=1) _(n)
n—1 n

6. Melyek azok a p és q primszamok, amelyekre p? + ¢P is primszam.

7. Bizonyitsuk be, hogy (3k+2)? # n?+p, ha k,n € N és p primszam.

8. Hatarozzuk meg a nem feltétleniil kiillénb6z6 p1, pe, ..., p1o prim-

szamokat, amelyekre
10 10
984+ > p; =[] pi-
i=1 i=1

9. Bizonyitsuk be, hogy a k! 4+ 1, 2kl +1,... k- k!l +1 (k € N) egészek
paronként relativ primek.

10. Bizonyitsuk be, hogy az n > 2 egész szam akkor és csak akkor prim,
ha p(n)|(n—1) és (n+1)|o(n).
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8. Diofantikus egyenletek

Nemcsak a matematikdban, hanem a gyakorlati életben is gyakran ta-
lalkozunk olyan problémakkal, melyek megoldasait az egész szdmok korében
keressiik. Az ilyen problémékat Diophantosz, a csaknem kétezer évvel ezel6tt
élt alexandriai matematikus Uttoré6 munkassdganak tiszteletére diofantikus
(vagy diofantoszi) probléméknak nevezziik. Ezen problémak klasszikus ese-
tei a diofantikus egyenletek, melyek

f(wl,xg,...,flfk):(f

alakuak, ahol f egy k(> 2)-valtozds raciondlis egész egyiitthatéju polinom-
fliggvény, c egy rogzitett egész szam, és az egyenlet 1, ...,z egész megol-
désait keressiik.

A diofantikus egyenletekkel kapcsolatban természetesen vetédnek fel a
kovetkezd problémak. Egy adott diofantikus egyenlet megoldhaté-e, vagyis
léteznek-e olyan x1,...,x egész szamok, melyek kielégitik az egyenletet?
Megoldhatdsag esetén a megoldasokat szolgdltaté (xq,...,zx) szdm k-asok
szama véges vagy végtelen? Ha megoldhaté egy egyenlet, akkor megadha-
to-e az 6sszes megoldas? 1900-ban David Hilbert tobbek koézott a kdvetkezd
problémat vetette fel (Hilbert 10. probléméja). Létezik-e olyan algoritmus,
mellyel véges szamu 1épésben minden diofantikus egyenletrél eldonthetd,
hogy megoldhaté-e vagy nem? Hilbert problémaéjat 1970-ben egy fiatal, 22
éves orosz matematikus, Jurij Matijasevics vélaszolta meg: bebizonyitotta,
hogy ilyen algoritmus nem létezik. fgy tovabbra is fontosak azok az ered-
mények, melyek konkrét diofantikus egyenleteknek vagy az egyenletek egy
osztalyanak a megoldhatdsigara, illetve a megoldasok meghatarozasara vo-
natkoznak.

Elsofoku egyenletek

A legegyszeriibb eset az
(8.1) ar +by =c

kétvaltozos linedris diofantikus egyenlet, ahol a(# 0), b(#£ 0), ¢ adott egészek
és az x, y megoldasokat az egész szamok korében keressiik. A megoldhatdsag
sziikséges feltétele nyilvanvaléan az, hogy a és b legnagyobb kozos osztdja
osztbja legyen c-nek. Hiszen ha axg+byy = ¢ valamely zq, yo egészek esetén
és d = (a,b), akkor d | (axg + byg) és igy d | c¢. Az is nyilvdnval, hogy
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ha d | ¢ és xo,yo megolddsa (8.1)-nek, akkor megolddsa az %z + 2y = ¢
egyenletnek is, és viszont. Ezek alapjan ha d [ ¢, akkor az egyenlet nem
oldhaté meg. Ha pedig d | ¢, akkor mindkét oldaldt d-vel osztva, (8.1)-gyel
ekvivalens egyenlethez jutunk, melyben x és y egytitthatdi relativ primek.
Elég tehét azon egyenletekkel foglalkozni, melyekben (a,b) = 1.

8.1. TETEL. Legyenek a és b zérustdl kiilonbozs egészek (a,b) = 1
feltétellel, és legyen c egy tetszileges egész szam. Ekkor az

ax + by =c

egyenletnek végtelen sok x, y egész megoldasa van. Tovabba ha xq,yg egy
megoldasa az egyenletnek, akkor az 6sszes megoldast az

rT=x9+b, y=yo—at

alaki egészek szolgaltatjak, ahol t végigfut az egészek halmazan.

B1zoNYITAS. Elészor az egyenlet megoldhatdésdgat bizonyitjuk. Mivel
a és b relativ primek, ezért az 1.2. és 1.12. Tételek alapjan léteznek olyan
7',y egész szamok, melyekre

ax’ +by = 1.
Mindkét oldalt c-vel szorozva
a(ca’)+b(cy) =c

adddik, amibdl az egyenletiink megoldhatdsdga kovetkezik, hiszen xz = cx’,
y = cy’ egy megoldds.

Tegyiik fel most, hogy g, yo egy megoldas, vagyis
(8.2.) azxg + by = c.
Ha =z, y is egy megoldas, azaz
(8.3) ar + by =c,
akkor a (8.2) és a (8.3) egyenléségek kiilonbségébol
(8.4) a(z—xo) = —b(y —yo)
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kovetkezik. Ennek alapjan b | a (z — xg). De (a,b) = 1, ezért b | (z — xo),
vagyis van egy olyan t egész, melyre x — xg = bt, és igy = alakja x = xq+ bt.
Az x — xo = bt értéket (8.4)-be helyettesitve

abt = —b(y — yo)

adddik, amibdl viszont y = yg — at kovetkezik. Tehat, ha az g, yo megolda-
son kivil x, y is megoldasa az egyenletnek, akkor ez csak x = zqg + bt, y =
= yo — at alaku lehet. Azonban (8.2) alapjan

a(xo + bt) + b(yo — at) = axg + by = ¢,

tehat az x = zo+bt, y = yo — at szdmpar barmely ¢ egész mellett megoldasa
az egyenletiinknek. Ezzel a tétel minden allitasat bebizonyitottuk. m

Ha egy konkrét kétismeretlenes linearis diofantikus egyenlet megolda-
sait meg akarjuk hatdrozni, akkor az el6z6 tétel alapjan elég egy megoldést
megkeresni. Kovetve a tétel bizonyitasanak gondolatmenetét, ez a kovet-
kezOképpen torténhet. Végrehajtjuk az a, b egészeken az euklideszi algorit-
must. Az utolsé zérustdl kiilonboz6é maradék nyilvén 1, hiszen (a,b) = 1. Ezt
az l-et az 1.2 Tétel bizonyitasdban latott médon felirjuk 1 = ax’ + by’ alak-
ban, amibdl mdr kovetkezik, hogy x = cx’, y = ¢y’ megoldésa az ax+by = ¢
egyenletnek.

A megoldasok megkeresésére megmutatunk egy masik médszert is, ami-
nek hatterében szintén az euklideszi algoritmus hizodik meg, de gyakorlati-
lag talan konnyebben alkalmazhaté. A médszer 1ényege az, hogy az eredeti
egyenletet visszavezetjlik diofantikus egyenletek sorozatara, melyekben az
ismeretlenek egyiitthatéinak abszolut értéke egyre csokken. Példaként old-
juk meg a

(8.5) Tx + 19y = 24

egyenletet. Az egyenlet megoldhatd, hiszen (7,19) = 1. Tegyiik fel, hogy egy
z, y egész szampdr kielégiti az egyenletiinket. Fejezziik ki (8.5)-bdl x és y
koziil azt, melynek egyiitthatéjanak abszolut értéke kisebb, vagyis x-et. Igy

24 — 19y 35y
2T 3
7 vyt —

(8.6) x

adddik, ahol
33—y
7
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egész szam, mivel x is és y is egész. Ebbol az
5y + Tu =3
diofantikus egyenlethez jutunk, melyben az ismeretlenek egyiitthatoi ab-

szolit értékének maximuma kisebb, mint az eredeti egyenletben. Folytatva
az eljarast azt kapjuk, hogy

ahol

egész szam és u, v kielégiti a
2u+5v=3

egyenletet. Ebbdl
3 —5v 1—wv
5 = 1—-2v+ ,

u =

ahol t = 15” egész, és igy v alakja

v=1-—2t.
De ekkor
u=1-204+t=1-2(1-2t)+t=>5t—1,
y=—-u+v=—0Bt—-1)+1-2t=2-T¢t
és
r=3-2y+u=3-22-Tt)+5t—1=-2+19¢
kovetkezik. Tehat, ha van megoldédsa az egyenletiinknek, akkor az © = —2+

+19t, y = 2 — 7t alaku. Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy minden ilyen
alakd szampar megoldas.

Megjegyezziik, hogy ha (8.6)-ban a 19 = 2 -7 + 5 felbontds helyett a
19 = 3 -7 — 2 egyenl6séget hasznéljuk, akkor x = 3 — 3y + ¢ kovetkezik,
ahol ¢ = @, amibdl y = —1 + 3q + % = —1+4 3q + k, igy q alakja
q = 2k+1, y alakja y = 247k és x alakja x = —2—19k. Tehat az eljaras egy
lépéssel révidebb. Erdemes tehat arra torekedni, hogy az adédé tortekben a
szamlalobeli egyiitthatok abszolut értéke minimélis legyen. A most kapott
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xr = —2— 19k, y = 2 + Tk megoldasok csak formailag kiilonboznek az
elozéekben kapottaktdl, k = —t helyettesitéssel azonos alakiak lesznek.

A kett6nél t6bb ismeretlent tartalmazd linedris diofantikus egyenletekre
az el6zéekhez hasonldak érvényesek.

8.2. TETEL. Legyenek a1, as, . .., a, (n > 2) nem zérus egészek és legyen
c egy tetszlleges egész szam. Az

a1ry +agre +---+a,r, =c

diofantikus egyenletnek akkor és csak akkor van x1, ..., x, egész megoldasa,
ha
(8.7) (a1,a2,...,ay) | c.

Ha megoldhato, akkor végtelen sok megoldas van, melyek n—1 paraméterrel
allithatok elé.

A tételt hosszadalmas volta miatt nem bizonyitjuk be teljes egészé-
ben. A (8.7) feltétel sziikségessége nyilvanvalé, hasonléan lathaté be, mint
az n = 2 esetben. Az ismeretlenek egyiitthatéinak legnagyobb kozos osz-
tojaval osztva az egyenletet, az n > 2 esetben is elég olyan egyenletekkel
foglalkozni, melyekben az egytitthatok relativ primek. Ilyen esetben konnyti
egy megoldast taldlni, hiszen az 1.14 Tétel szerint a legnagyobb ko6zos osztd
el6allithato

(a1,...,a,) =1=a12| + -+ a,z,

alakban, aminek alapjan x; = c2f, ..., x, = cx!, megolddsa az egyenletiink-
nek. Végtelen sok megoldas 1étezését egy konkrét egyenleten mutatjuk be,
mddszeriink a (8.5) egyenlet megolddsanal alkalmazott eljarashoz hasonlé.
Példaként oldjuk meg a

(8.8) 72 + 10y + 162 = 500

diofantikus egyenletet. Tegyiik fel, hogy egy =, y, z egész szamharmas
kielégiti (8.8)-at. Ekkor

— 10y —1 —3y—2
x:500 (;y 6z:71_y_22+3 3y z_

7
=71 —y—2z+u,

3—3y—2z

Z egy egész szam. Ebbdl a

ahol u =
22 4+3y+Tu=3
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egyenlethez jutunk, amibdl

3—3y —Tu 1+y—u
=———=1-2y—3 — =
z 5 Y u—+ 9
=1-2y—3u+vo,
ahol v = 1“’% egész. Innen mar kovetkezik, hogy ha z, y, z megoldasai

(8.8)-nak, akkor alakjuk

y=u+2v—-1,
z=1-2u+2v—-1)—-3u+v=—-5u—3v+3,
r="T1—(u+2v—1)—2(=5u—3v+3) + u = 10u + 4v + 66.

Az ilyen alaku szémok megoldasai (8.8)-nak minden egész u, v esetén mivel
7(10u + 4v 4+ 66) + 10(u + 2v — 1) + 16(—5u — 3v + 3) = 500

u és v értékétdl fiiggetleniil.
Magasabb foki egyenletek

A kovetkezokben néhdany magasabb foku diofantikus egyenlettel foglal-
kozunk. Els6ként a jol ismert

ugynevezett pitagoraszi egyenlet megoldasait keressiik meg. Az egyenletnek
r =0,y = +£z, illetve y = 0, x = £z nyilvan megoldasai, de ezektol a
trivialis megoldasoktdl a tovabbiakban eltekintiink. Az is nyilvanvald, hogy
ha z, y, z egy megoldasa az egyenletnek, akkor a +x, +y, +2 szadmharmas
is az tetszOleges elOjelvalasztas mellett. fgy csak a zérustdl kiilonbozo po-
zitiv megoldésok meghatarozasara toreksziink. Ha egy x, y, z szamharmas
megoldasa a pitagoraszi egyenletnek, akkor cx, cy, cz is megoldas minden ¢
egész esetén, hiszen ekkor

(cx)? + (cy)® = ¢ (2® +y?) =2* = (c2)?.

Hasonldéan, ha (x,y,2) = d és z, y, z egy megoldds, akkor

() () =" =)
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miatt az &, 4, & szdmhdrmas is megoldas. Ezek alapjan elég az egyenlet
olyan megoldasait meghatdrozni, melyekben x, y és z relativ primek, hiszen
ezeket pozitiv egészekkel szorozva megkapjuk az Osszes pozitiv megoldést.
Azokat a trividlist6l kiillonboz6 pozitiv megolddsokat, melyekben (x,y, z) =
= 1, primitiv megolddsoknak nevezziik.

8.3. TETEL. Az
(8.9) a? +y? =2

egyenlet Gsszes primitiv megoldédsat szolgaltatjak (x és y felcserélésétdl el-
tekintve) az

T = 2uv,

.2 2
y=u —v,

z:u2+v2

alaku szamharmasok, ahol u és v pozitiv egészek, (u,v) =1, u > v és u,v
paritasa kiilonb6zé.

BizoNYITAs. A (8.9) egyenlet megoldhatd, hiszen (z,y,2) = (3,4,5)
egy megoldés. Tegyiik fel, hogy (x,y,2) egy nem trividlis primitiv megol-
déas. Ekkor x, y és z paronként is relativ primek, hiszen ha p egy kozos
primosztéja koziiliik barmely kettének, akkor (8.9) miatt p osztdja a har-
madiknak is, és igy nem lennének relativ primek. x, y, z mindegyike nyilvan
nem lehet paros, hiszen relativ primek. De nem lehet mindegyik paratlan
sem, mert akkor (8.9) két oldaldanak paritdsa kiilonb6z6, és nem éllhat fenn
az egyenlGség. Paritdasvizsgdlattal hasonléan lathatd be, hogy z, y, z k6zott
nem lehet két paros és egy paratlan szam. Tehdt a harom pozitiv egész
koziil egy paros és ketto paratlan. z nem lehet paros, mert ha z paros és x,
y paratlanok, vagyis 2k + 1 alakuak, akkor x és y négyzete 4k + 1, négyzetik
Osszege pedig 4k + 2 alaku, és igy (8.9) jobb oldala 4-gyel lenne oszthatd,
mig a bal oldal csak 2-vel. Tehat x és y koziil az egyik paros, a masik pedig
z-vel egyiitt paratlan. Szimmetria okok miatt feltehetjiik, hogy x paros, y
és z paratlan. Ekkor (8.9)-bél

2\2 22—y? 24y z—y
8.10 (7) - _ .
( ) 2 4 2 2
kivetkezik, ahol £, 22 és 22 egész szamok. Beldtjuk, hogy a két utébbi

egész relativ prim. Legyen

2ty 22—y
- (33550,

Ekkor
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d‘ <z+y+z—y> .

2 2
és
d‘ 2ty z—y —y
2 2
ezért d = 1, hiszen y és z relativ primek. Teh&t Z;y és 5 relativ primek,

és ezért az 1.26 Tétel alapjan (8.10)-b6l

z2+Y 9 Z=Y 9
o ~ ' T TV
adddik, ahol u és v pozitiv egészek. Ebbdl azonban

z+y z—y

z= 5 +?:u2+02
és
y:z+y_z—y:u2_v2’
2 2
(8.10) alapjan pedig
=2 z—;—y.zgy:mw

kovetkezik.

Tehat (8.9) primitiv megoldasai csak a tételbeli alakiak lehetnek. Az
adott alaki szdmhérmasok barmely u, v egészek esetén megolddsai (8.9)-
nek, mert

2uv)? 4 (u? — v?)? = (u® + 0?2

Ha (z,y,2) egy primitiv megoldés, akkor nyilvdn u > v, mert y pozitiv,
tovabba (u,v) = 1 és u, v paritdsa kiillonboz6, mert masként z, y, z nem
lennének relativ primek. Ez forditva is igaz, vagyis ha u, v egészekre az elébbi
feltételek teljesiilnek, akkor az &ltaluk meghatarozott (x,y,z) paronként
relativ prim megoldésa (8.9)-nek. Ehhez elegendé azt beldtni, hogy (z,y) =
=d=1. z és y alakja alapjan d | (z +y) = 2u? és d | (z — y) = 202, ezért
d =1 vagy d = 2, mert (u,v) = 1. De d # 2, mert u és v paritdsdnak
kiilonb6zGsége miatt z is és y is paratlan. fgy d =1, és ezzel a tétel minden
allitasat igazoltuk. m

KOVETKEZMENY. A tételbdl és a tétel kimonddsa el6tti meggondold-
sokbdl kovetkezik, hogy a (8.9) egyenlet Gsszes pozitiv megoldését az

r=dw, y=du®—v?), z=du®+v?)
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alakd szamharmasok szolgaltatjdk, ahol u és v eleget tesz a tételben leirt
feltételeknek, d pedig tetszOleges pozitiv egész.

A 8.3. Tétel alapjan természetesen vetddik fel az a probléma, hogy az
(8.11) "ty =2"

diofantikus egyenletnek van-e az z = 0, y = z, illetve y = 0, x = 2 trivialis
megoldéasoktdl eltekintve pozitiv egész megolddsa, han > 27 A XVII. szdzad
els6 felében Pierre Fermat azt allitotta, hogy (8.11)-nek n > 2 esetén nincs
pozitiv egész megoldasa. Egy konyvben tett kézirdsos megjegyzése szerint
erre egy szép bizonyitast taldlt, de a bizonyitds nem maradt fenn uténa.
Valoszintileg hibas volt a bizonyitasa, mert azéta mar napjainkig igen sokan
probalkoztak sikerteleniil az &llitas bizonyitasaval. Csak részeredményeket
értek el, és csak bizonyos n-re sikeriilt a bizonyitas, példaul az n = 3 ese-
tet Euler bizonyitotta. Fermat nyoman az allitast Fermat-sejtésnek, nagy
Fermat-tételnek, illetve Fermat utolsé tételének nevezték el. Sok jelentds és
matematikailag igen mély részeredmény utan 1993-ban Andrew Wiles ame-
rikai matematikus egy el6adésan bejelentette, hogy megoldott egy problé-
mat az ugynevezett elliptikus gorbékkel kapcsolatban, amibol mar kovetke-
zik Fermat kozel 350 éves hires allitasa.

A Fermat-sejtés bizonyitasdhoz elég csak az n = 4 és n = p, ahol p
paratlan prim, esetekkel foglalkozni. Legyen ugyanis n alakja n = pq, ahol p
egy paratlan prim és ¢ > 1 egy pozitiv egész. Ha ezen n mellett (8.11)-nek
van egy i, y1, 21 megoldéasa, akkor

(@D + ()" = (1)

miatt (8.11) az n = p esetben is megoldhat6. Ha pedig n Osszetett és nincs
paratlan primtényezdje, akkor n 2-nek hatvanya, vagyis n = 2% alakt, ahol
a > 2. De ha ekkor (8.11)-nek van egy z2, y2, 22 megoldésa, akkor g = 2%~2

jeloléssel, A
(23)* + (43)" = (23)*

miatt (8.11) n = 4 esetén is megoldhaté. Ezek alapjan, ha a Fermat-sejtés
igaz az n = 4 és n = p (pératlan prim) esetekben, akkor igaz minden n > 2
esetén.

Fermat az allitasat csak az n = 4 esetben bizonyitotta. Gondolatmenete
a kovetkezé volt. Ha az % +y* = 2* diofantikus egyenlet megoldhaté, akkor
24 = (2?)? miatt az 2* + y* = 22 egyenlet is. Elég tehét azt belatni, hogy
az utébbi egyenletnek nem lehet pozitiv egész megoldasa. Ennek bizonyita-
saban az ugynevezett végtelen leszallds (descente infinie) elvét alkalmazta.
Ezt az elvet mutatjuk be a kovetkez6 bizonyitasban.
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8.4. TETEL. Az
(8.12) xt oyt = 22

diofantikus egyenletnek nincs x, y, z pozitiv egész megoldasa.

BizoNYiTAs. Tegyiik fel, hogy (8.12)-nek van trividlistol kiilonbozd
(z, y, z egyike sem zérus) megoldasa. Ekkor van olyan z, y, z pozitiv
egész megoldas, melynél z minimdlis. Ezen megoldédsra (x,y,z) = 1, mert
egyébként, ha egy p prim mindhdrom szdmnak osztdja lenne, akkor a (8.12)-

bsl adéds
x 4 y 4 5 2
G)G) - ()
p p p

egyenlGség alapjan az %, %, p% pozitiv egészek is egy megoldast adnanak,
ami 1% < z kovetkeztében ellentmondana z minimalis voltanak.
Mivel a (8.12) egyenldség

() + (1) = 22

alakba is irhaté, és mint az elébb lattuk x2, y?, z relativ primek, ezért x2,

y?, z a pitagoraszi egyenletnek egy primitiv megoldasa. fgy alakjuk a 8.3.

Tétel alapjan
(8.13) 2?2 =2uv, y?=u®—1v2 z=u?+1?

ahol u és v kiilonbo6z6 paritasi, relativ prim pozitiv egészek u > v feltétellel.

(8.13) alapjan a

0?4 y? = u?

egyenléség is fenndll, ahol (u,v) = 1 miatt (u,v,y) = 1 és u, v koziil v a
paros, mert y paratlan. Igy a 8.3. Tétel alapjan

(8.14) v=2mn, y=m?>—-n? u=m>+n?

valamely m és n kiilonb6z6é paritdasi, relativ prim pozitiv egészekkel. De
ekkor (8.13) és (8.14) felhasznéldsdval

z? = 2uv = 4ummn,

illetve
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adédik. De (m,n) = 1, ezért u = m? 4+ n? miatt u, m és n paronként relativ
primek, igy az 1.26 Tétel kovetkeztében u, m, n mindegyike teljes négyzet,
vagyis

(8.15) m=a? n=0, u=c

ahol a, b, ¢ pozitiv egészek. Ezeket a (8.14)-ben szereplé u = m? + n?
egyenlGségbe irva
a* + bt = 2

kovetkezik, tehdt az a, b, ¢ pozitiv egész szamharmas is megolddsa a (8.12)
egyenletnek. De (8.15) és (8.13) miatt ¢ < u < z, ami ellentmond z mini-
malitdsdnak. Ezek szerint (8.12) minden pozitiv megolddsa esetén taldlhatd
egy olyan pozitiv megoldas, melyben z értéke kisebb. Ez a végtelen leszallas
ellentmond a természetes szamok tulajdonsigainak, ezért a (8.12) egyenlet-
nek nem lehet trivialistdl kiillonb6z6 pozitiv megoldasa. m

A Waring-probléma

A kovetkez6kben az tugynevezett Waring-féle problémakorrel fogunk
foglalkozni. A Waring altal 1770-ben felvetett probléma a kovetkezd. Meg-
adhato-e minden k > 2 természetes szam esetén egy k-t6l fiiggd g pozitiv
egész igy, hogy minden természetes szam eldallithaté legyen g darab k-adik
hatviny Osszegeként, megengedve a 0 = 0F tagokat is?

El6szor a probléma k = 2 esetével foglalkozunk. Belatjuk, hogy két
négyzetszam Osszegeként nem irhaté fel minden természetes szam.

8.5. TETEL. Legyen n egy természetes szdm. Az
(8.16) > +y*=n
diofantikus egyenlet nem oldhaté meg, ha n alakja

n = 29(4k + 3),

ahol q és k természetes szamok.

B1zONYITAS. A tételt g-ra teljes indukciéval bizonyitjuk. Felhasznaljuk,
hogy minden c természetes szam esetén

(8.17) =0 vagy 1 (mod 4),
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aszerint, hogy ¢ péaros vagy paratlan. Ha ¢ = 0, akkor
n=4k+3=3 (mod 4).
De (8.17) alapjén
22 4+9>=0, 1 vagy 2 (mod 4)

barmely z, y egészek esetén, igy (8.16) valoban nem oldhat6 meg.

Legyen most ¢ = 1. Ekkor n = 8k + 6 és (8.16) megolddsaként csak
azonos paritasu z, y johet széba. Paratlan x, y nem lehet megoldasa (8.16)-
nak. Ugyanis egy paratlan ¢ = 2t + 1 egész esetén ¢ = 4t(t +1)+1 =1
(mod 8), hiszen t vagy t + 1 péros, igy ha z és y pératlan, akkor

2 +9*=2 (mod 8),
azonban
n=6 (mod 8).

Ha pedig x, y mindkett8je paros, akkor (8.16) bal oldala oszthaté 4-gyel, a
jobb oldal pedig n = 8k + 6 miatt nem. Tehdat (8.16) ebben az esetben sem
oldhaté meg.

Tegylik fel, hogy a tétel igaz ¢ = s — 1 és ¢ = s esetén, ahol s > 1, és
tegyiik fel, hogy az

(8.18) 2?4 y? = 25T (4k + 3)

egyenlet megoldhaté. Legyen x, y egy megoldas, ahol x és y paritdsa nyilvan
megegyezik. Ekkor x és y nem lehet paratlan, hiszen ekkor z? + y? = 2
(mod 4) ad6dna, ami s > 1 miatt lehetetlen. Ha x, y paros egészek, akkor
a (8.18)-bdl kovetkezd

(5 + (0~

egyenldség miatt (8.16) megoldhaté lenne ¢ = s — 1 esetén. Ez ellentmond
a feltétellinknek, igy az allitas igaz minden ¢ > O-ra. m

Bizonyitas nélkiill megemlitjiik, hogy azok és csak azok a természetes
szamok bonthatdk fel két négyzetszam Osszegére, melyek nem tartalmaznak
4k 4 3 alaku primeket paratlan hatvanyon.

Megmutatjuk, hogy harom négyzetszam Osszegeként sem allithatd el
minden természetes szam.
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8.6. TETEL. Legyen q,k € N. Ha n 49(8k 4+ 7) alaki, akkor az
(8.19) Py =n

egyenletnek nincs egész megoldasa.

B1ZONYITAS. Legyen el8szor ¢ = 0, vagyis n = 8k +7 =7 (mod 8).
Mivel minden ¢ egész szam ¢ = 4t, c =4t + 1, c =4t + 2 vagy c = 4t + 3
alaki, ezért ¢2 = 0,1 vagy 4 (mod 8). Igy tetsz8leges x, y, z egészekre

22+ +22=0,1,2,3,4,5, vagy 6 #7 (mod 8),

ezért (8.19)-nek nincs z, y, z egész megoldasa.
Tegyiik fel, hogy valamely ¢ > 0 esetén (8.19) nem megoldhaté. Ekkor
ha

2?4 y? 4 22 =498k + 7)

fenndll valamely x, y, z egészekre, akkor x, y, z mindegyike paros, mert
2 2, .2
x*+y*+2°=0,1,2 vagy 3 (mod 4)

aszerint, hogy 0, 1, 2, vagy 3 paratlan szdm van kozottiik. De ha z, y és z

paros, akkor
IV () £ (2) = a9k +7),
2 2 2

ami ellentmond a feltevésiinknek. fgy az allitas tetszoleges ¢ > O-ra igaz. m

A tétellel kapcsolatban bizonyitas nélkil megemlitjiik, hogy csak a
tételbeli n = 49(8k + 7) alaku szdmok nem irhatdk fel hdrom négyzetszam
Osszegeként.

Az eddigiekbol kovetkezik, hogy legalabb négy négyzetszam sziikséges
ahhoz, hogy minden természetes szam eldallithaté legyen négyzetszamok
osszegeként. Négy azonban elég is.

8.7. TETEL. Minden pozitiv egész szam felirhaté négy négyzetszam
Osszegeként.

BizoNyiTAs. Elbszor bizonyitjuk, hogy minden p paratlan prim esetén
létezik egy m pozitiv egész, melyre 1 < m < p és mp elééllithatd

(8.20) mp = 23 + x3 + 22 + 2
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alakban, ahol z; (1 <i < 4) egész szam. Tekintsiik az

_1\?2
51:{02,12,22,...,<p> }
2
2
SQ:{—02—1,—12—1,—22—1,...,—(pgl) —1}

halmazokat. Mivel az 22 = y?> (mod p) kongruencidbdl

és

pl(r—y) vagy p|(z+y)

kovetkezik, S7 barmely két s, s kiilonboz6 elemére s§ # s/ (mod p),

hiszen 0 < ‘\/5/1 — /8| <pés0< ‘\/3/1 + \/8/1/‘ < p. Hasonl6éan lathaté
be, hogy az S; halmaz barmely két kiillonbozoé eleme is inkongruens modulo

p. De S és S5 Osszesen p + 1 elemet tartalmaz, ezért a skatulya elv alapjan
van S1-nek olyan eleme, mely kongruens S, valamely elemével, vagyis

2= —y*—1 (mod p)

valamely x, y egészekre 0 < z,y < pT_l feltétellel. De ebbdl az kovetkezik,
hogy van egy m pozitiv egész szam, melyre

mp =% +y* +1 =22 +y> + 1% + 0

20241 1 —1\?
l<m=Pty 1l _1 2<P) 1) <p
D D 2

Ezzel az allitast bizonyitottuk.

Most belatjuk, hogy ha m a legkisebb olyan pozitiv egész, melyre (8.20)
fendll valamely z1, xo, 3, £4 mellett, akkor m = 1. Ha a (8.20)-beli m paros,
akkor az x; szdmok kozott a paratlanok szama 0, 2 vagy 4. Ha a péaratlanok
szama nem nulla, akkor jelolhetjiik az x;-ket gy, hogy x1 és x5 paratlanok
legyenek. fgy elérhetjiik, hogy az x1 & x2 és x5 £ x4 szamok minden esetben
parosak. Ekkor azonban (8.20)-bél

m o [T+ T2 2_|_ T1 — T2 2_|_ T3+ x4 2+ T3+ x4 2
2P = 2 2 2 2

és
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kovetkezik, és m nem lenne minimalis. Ha m # 1 paratlan, akkor nyilvan
3 < m < p, és taldlhatok olyan y; egészek, melyekre a (8.20)-ban 16v6 x;
szamokkal

(8.21) yi=x; (modm) és —

minden 1 < i < 4 esetén. Ezekre az y; egészekre (8.20) alapjan
vitys+ysty;=ai+as+as+x;3=0 (modm),

és igy létezik egy n egész szdm 1ugy, hogy

(8.22) Y +ys +ys i =mn

és )
0§nz%(yf+y§+y§+yi) < % <m2_1> <m.

Ha n értéke nulla, akkor y; = 0ésxz; =0 (mod m) lenne minden 1 < i < 4-
re, amibél 22 + 22 + 22 + 232 = 0 (mod m?), illetve m? | mp és m | p
kovetkezne, ami 3 < m < p miatt lehetetlen. Tehdt 0 < n < m. Egy Euler
altal talalt formula alapjan

(8.23) (23 +a5+a5+27) (V7 +ys +y5+u3) =t +15+15 +13,

ahol
t1 = x1y1 + T2y2 + T3Y3 + Taya,
to = x1Yy2 — T2Y1 + T3Ys — T4y3,
t3 = T1Yys — T3y1 + Tay2 — T2Ya
és

la = T1Ya — Tay1 + T2y3 — T3Y2.
Az azonossdgot a miiveletek és az Osszevonasok elvégzésével elemi tton,
csak kicsit hosszadalmasan igazolhatjuk. Euler formuldjaban (8.20) és (8.21)

miatt minden #; oszthaté m-mel. Igy (8.20), (8.22) és (8.23) alapjén

mPnp =7 +t3 +t3 + t3,

e () ) () ()

azZaZ
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kovetkezik, ahol a % szamok egészek és 0 < n < m.
Az elézéek alapjan tehat a (8.20)-beli m csak akkor lehet minimélis,
ha m = 1. Ennek alapjdn minden p péaratlan primszam felirhaté

2 2 2 2
p:x1+x2+x3+x4

alakban, vagyis négy négyzetszam Osszegeként. De p = 2 is, hiszen 2 =
=12 412 4 0% + 0. A szamelmélet alaptétele szerint minden n > 1 ter-
mészetes szam felirhaté primszamok szorzataként. De mint lattuk minden
primszam el8allithaté négy négyzetszam Osszegeként, ezért Euler (8.23)-beli
formulaja alapjan minden pozitiv egész felirhatd, mint négy négyzetszam
Osszege. 1

Ha a természetes szdmokat negyedik hatvanyok Osszegeként akarjuk
felirni, akkor legalabb 16 hatvanyra van sziikséglink, amit egy konkrét példa,

31=2"+1"+---+1* (16 tag)

is igazol. De nemcsak 31 az egyediili ilyen szam.

8.8. TETEL. Az n = 31 - 167 alaku szdmok, ahol ¢ > 0 egy egész, nem
allithatok el6 16-ndl kevesebb negyedik hatvany Gsszegeként.

BIZONYITAS. ¢ = 0, vagyis n = 31 esetén lattuk, hogy 31 - 16" nem
irhato fel 15 negyedik hatvany Osszegeként. Tegyiik fel, hogy a tétel allitasa
igaz valamely ¢ > 0 esetén, vagyis a

diofantikus egyenlet nem oldhaté meg. Ha az allitassal ellentétben a
(8.25) 31-1697 =g + a5 + - + 2ty

egyenlet megoldhaté lenne, akkor az z1,...,z15 megolddsban minden x;
csak péros lehet. Ugyanis

. 0 (mod 16), ha x; péros,
¢ 711 (mod 16), ha x; paratlan,

ezért

]+ -+l =7 (mod 16),

ahol 0 < r < 15. De (8.25) bal oldala oszthaté 16-tal, igy » = 0, vagyis
(8.25) megoldhatdsiga esetén valéban minden x; (i = 1,...,15) péaros. Ek-

kor azonban . .
x Z15
31.169 — (7) (7)
2 * + 2
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kovetkezne, ahol az % szdmok egészek, ami elletmond a feltételiinknek, mi-
szerint a (8.24) egyenletnek nincs egész megoldasa. Ezen ellentmondésbol,
teljes indukciés gondolatmenettel a tétel allitdsa minden ¢ > 0-ra kovetke-
zik. m

Visszatérve Waring emlitett problémaéjara, egy k > 2 természetes szdm
esetén jeloljiik g(k)-val azt a pozitiv egészet, melyre igaz, hogy minden ter-
mészetes szam felirhato legfeljebb g(k) darab k-adik hatvény Osszegeként, de
van olyan pozitiv egész, mely g(k)-nél kevesebb k-adik hatvény Gsszegeként
nem &llithaté elé. 1909-ben Hilbert igazolta, hogy minden k£ > 2 esetén
létezik ilyen g(k). Az el6z6 tételeinkbdl kovetkezik, hogy ¢g(2) =4 és g(4) >
16. Bizonyithaté még, hogy ¢(3) = 9 és g(4) = 19. Tetszbleges k esetén a
kovetkezé alsé becslést bizonyitjuk g(k)-ra.

8.9. TETEL. Minden k > 2 pozitiv egész esetén

(8.26) g(k) > 2k +

ahol [ | az egészrész-fiiggvényt jeldli.

B1zONYITAS. Legyen k > 2, és tekintsiik az

[

pozitiv egészet. Mivel
3\ *
n < 2 <2> —1=3"-1<3"

ezért az n egész n=">_ i* alaki el6allitasdban csak i = 1 vagy i = 2 fordulhat
elé. De 2% tagokbdl is legfeljebb {(%)k} — 1 szamu szerepelhet, mert

fgy
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miatt n eloallithatd

(])---#-[e)]-

darab k-adik hatvany oOsszegeként, de ennél kevesebb hatvany Osszegeként
mar nem. m

1957-ben Mahler bebizonyitotta, hogy a (8.26)-ban az egyenléség érvé-
nyes, ha k elég nagy. Minden k-ra azonban még nem ismerjiik g(k) pontos
értékét.

A tovabbiakban (9.6.,9.7.,9.9. és 10.11. Tétel) még foglalkozunk diofan-
tikus egyenletekkel, de azok targyaldsdhoz tovabbi ismeretek sziikségesek.

Feladatok

1. Megoldhaté-e az egész szdmok korében az 22 4+ 1 = 7y egyenlet.

2. Hatdrozzuk meg azt a tizes szdmrendszerben felirt négyjegyii pozitiv
egész szamot, amely 132-vel osztva 98 maradékot, mig 131-gyel osztva 112
maradékot ad.

3. Hatarozzuk meg az alabbi linedris diofantikus egyenletek megolda-

sait:
(a) 622 + 46y = 182;
(b) 98z — 77y = 14;
(c) 273z + 210y — 165z = 18;
(d) 100z + 101y + 102z = 103.

4. Legyen p > 2 primszam. Hatarozzuk meg az

1 1 2
4+ ==
r y p

egyenlet pozitiv egész megoldasait.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha n nem 4k + 2 (k € Z) alaku, akkor az
2% — y? = n diofantikus egyenlet megoldhaté.
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6. Hatdrozzuk meg az 22 — 4y%> = 116 diofantikus egyenlet pozitiv
egész megoldasait.

7. Melyek azok a tizes szamrendszerben felirt pozitiv egész szamok,
amelyeknek négyzete ugyanarra a két szamjegyre végzodik, mint maga a
szam.

8. Melyik az a tizes szamrendszerben felirt négyjegyti négyzetszam,
amely aabbyy alakd.

9. Mely pitagoraszi szadmhérmasok lehetnek szamtani sorozat szom-
szédos tagjai.

10. Mely pitagoraszi szamharmasok lehetnek mértani sorozat szomszé-
dos tagjai.

11. Oldjuk meg az (:r2 + y2)4 = 22 4+ t? diofantikus egyenletet.
12. Legyenek x,y és z paronként relativ prim egész szamok. Az
r=a+2b, y=a—">(a,beZ)
helyettesitések alkalmazasaval oldjuk meg az z? + 2y? = 322 diofantikus
egyenletet.

13. Oldjuk meg a 322 + 3y? — 22 = 102y diofantikus egyenletet.

14. Oldjuk meg a 422 + y? — 22 = 22y + 22z — 242 — 36 diofantikus
egyenletet.

15. Hatarozzuk meg az x! + y! = 2! egyenlet pozitiv egész megoldésait.
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9. Diofantikus approximacié és alkalmazasai

A gyakorlatban sokszor sziikséges a valds szamok raciondlis szamokkal
val6 kozelitése vagy mas szoval approximalasa. Példaul a korrel kapcsolatos
numerikus szdmolds esetén 7 értékét altalaban 3,14-dal kozelitjiik. Adott
a ardnyu fogaskerék-attétel esetén pedig tgy kell meghatdrozni a kerekek
p, illetve ¢ fogszamat, hogy p/g minél jobban approximélja a-t. Tetszéleges
o valés szam és € > 0 esetén végtelen sok olyan p, ¢ egész szam taldl-
hat6 dgy, hogy |a — p/g| < e, mivel a racionélis szdmok a szamegyenesen
mindeniitt stirtin helyezkednek el. Ezért az a kérdés érdektelen, hogy egy
valds a kozelitheto-e raciondlis szdmokkal tetszéleges pontossaggal. Erde-
kes viszont azt vizsgalni, hogy az approximacional elkovetett hiba mekkora
az approximéalé tort nevezéjéhez viszonyitva. Hogy a kévetkezokben ponto-
san beszélhesstink az approximacio minéségérél, bevezetjiik az approximacio
rendjének fogalmat.

A tovabbiakban az approximdlé p/g tortekrdl feltessziik, hogy ¢ > 0,
hiszen g < 0 esetén a tortet —1-gyel bévithetjiik.

DEFIN{C1O. Legyen k > 0 egy valés szdm. Akkor mondjuk, hogy egy «
valés szam k-ad rendben approximéalhatd, ha létezik egy ¢ = ¢ (o) > 0 csak
a-t0l fiiggd konstans gy, hogy az

I<ja—=| < —

q| ¢*

p‘ c
egyenl6tlenség végtelen sok p, g egész szadm esetén fennall.

Mar az ékori gorogok is tudtak, hogy m értéke, azaz a kor keriiletének
és atmérojének aranya a 3% = % racionalis szadmmal kozelitheté. Ez az
el6z6 definicié értelmében, az elkovetett hibat a kozelité tort nevezdjéhez

viszonyitva, m-nek jobb approximaciéjat adja, mint a manapsag hasznalt

3,14 = 15—%7. Ugyanis rovid numerikus szamitassal

22 1
~ 21 <0,00127 < 5 (= 0,0204...
" 7‘ 7 )

adddik, mig
157

1
~ 22015 0,00159 > —— (= 0,0004) .
LT e > 5oz (= 0,0004)

Egy a/p raciondlis szdm esetén a legjobban approximalé tort nyilvan 6n-
maga. De ekkor sem érdektelen az approximacio kérdése, hiszen nagy neve-
z0 esetén célszeril a tortet kisebb nevezéjli, de 6t jol approximéld raciondlis
szammal helyettesiteni. Raciondlis szamokra a kdvetkezo tételt bizonyitjuk.
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9.1. TETEL. A raciondlis szdmok els6 rendben approximalhatdk, de
magasabb rendben nem.

B1zoNYITAs. Legyen a/p egy raciondlis szam, melyre (a,b) = 1. Ekkor
az
ar —by=1

diofantikus egyenlet megoldhatd, és végtelen sok x, y egész megoldasa van.
Tehat végtelen sok ¢, p egész szam esetén fennall az

aqg—bp =1
egyenl6ség. Ebb6l, mindkét oldalt bg-val osztva

’ 1 1
= — S —_
lbg] ~ g

a_p
b ¢

adédik. Feltehetjiik, hogy g > 0, mert ellenkezd esetben a (p,q) szdmpart
(—p, —q)-val helyettesithetjiik, igy

<

a_P|
b ¢

| =
<o

végtelen sok p, q egész szampéar esetén, vagyis a/p elsé rendben approximal-
haté.

A tétel masodik részét indirekt tton bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy egy
a/p raciondlis szam k > 1 rendben approximélhatd, vagyis valamely ¢ > 0
konstans mellett

végtelen sok p, ¢ egész esetén. Ekkor azonban

clblg _ clb]

0 < |ag —bp| < = )
jag byl < <31 = 52,

ami nem teljesiilhet végtelen sok ¢ esetén, hiszen |aq — bp| pozitiv egész, és
k —1> 0 miatt
cb|
g1

— 0 ha ¢ — oo,

igy 0 és c|b|/g"~1 kozé nem eshet egész szam, ha q elég nagy. Ez az ellent-
mondas bizonyitja a tételtink masodik felét. m
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Az irracionalis szamok jobban approximalhaték. Dirichlet kévetkezd
tétele értelmében minden irracionalis szam legaldbb méasodrendben approxi-
malhato.

9.2.TETEL. Minden irraciondlis « esetén létezik egy ¢ = c(a) < 1
pozitiv konstans tgy, hogy

végtelen sok p, q egész esetén.

Bi1zoNYITAS. Legyen Q egy tetsz6legesen nagy pozitiv egész, és tekint-
siik az

a—[al,2a — [2a],3a — [3a],...,(Q@ + 1)a—[(Q + 1)q]

szdmokat, ahol [ | az egészrész-fiiggvény. Ezek a szdmok az egészrész-
fiiggvény tulajdonsdgai és «v irracionalitdsa miatt a (0, 1) nyilt intervallum-
ban helyezkednek el, kiilonboznek egymastol és szamuk @ + 1. Osszuk fel a
[0,1] intervallumot a 0, 1/, 2/q, . .., @/ = 1 pontokkal () darab 1/ hosszu-
sagu intervallumra. A szdmaink nem esnek intervallum végpontba, mivel «
irracionalis, és szamuk @ + 1, ezért van olyan intervallum, amely két szamot
tartalmaz, azaz van olyan i és j (1 <i < j < @+ 1) ugy, hogy ia — [ia] és
ja — [ja] ugyanabban az intervallumban van. Ezekre a szdmokra

9.1) (o —[ja]) = (ia = [ia])| = |(j — i) — ([jo] = [ie])| < 22
Legyen j — 1 [Ja] — [ia] = p. Az igy meghatarozott p, ¢ szamok

= q és
egészek, 0 < ¢ < @Q és (9.1)-bél

lga — p| < =
azaz
1 1
el
al ¢ q

kovetkezik. Tehdt van olyan p/g raciondlis szdm, amely mésodrendben app-
roximélja a-t ¢ = 1 konstanssal. ’oe - %‘ > 0 miatt megadhaté egy Q' > 0

egész ugy, hogy
1

Q"

=

‘>
q
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Ezzel a QQ'-vel megismételve az el6z6 eljarast, meg tudunk adni olyan p’, ¢/
egész szamokat, melyekre

/

p

?<

- 1
o= 20

I " q
és p', ¢’ nyilvan kiilonbozik a p, g egészektdl.

Folytatva az eljarast, végtelen sok kiilonb6z6 p/q raciondlis szdm adhaté
meg, melyek masodrendben approximaljak a-t ¢ = 1 konstanssal. m

A tételiinkbdl és annak bizonyitasabdl kovetkezik, hogy minden irra-
cionalis valés szam esetén végtelen sok mésodrendben approximald tort
létezik ¢ = 1 approximaciés konstans mellett. Felvetddik a kérdés, hogy
c-re mi a legjobb lehetéség. Hurwitz bizonyitotta, hogy ez ¢ = 1/\/5, vagyis
minden « irraciondlis szdm esetén végtelen sok p/q tort talalhaté gy, hogy

p‘ P
a - 77
q NGE
de van olyan irraciondlis szam, melyre az
c
o — p‘ < )
q q

egyenlétlenség csak véges szamu p/g tortre teljesiilhet, ha ¢ < 1/y/5. Ilyen
példéul o = 155

Az irraciondlis szdmok kozott vannak olyanok, melyek masodrendnél
nem approximalhaték jobban, ilyenek példaul az irraciondlis algebrai sza-
mok. Miel6tt ratérink az erre vonatkozo eredményekre, felelevenitiink né-
hény korabbi ismeretet.

Egy a valds vagy komplex szdmot algebrai szamnak nevezziik, ha van
olyan

f@) =ana" +ap_12" '+ +ax+ag (n>1)

raciondlis egyiitthatds polinom, melynek « zérushelye. Ha « zérushelye
f(x)-nek, de nem zérushelye egyetlen n-nél alacsonyabb foku raciondlis
egyitthatds polinomnak, akkor a-t n-edfoku algebrai szamnak nevezziik, az
f(x) polinomot pedig « definidlé polinomjéanak. Az f(z) definidlé polinom
nyilvan irreducibilis a raciondlis szdmtest felett, hiszen mésként o foka n-
nél kisebb lenne. f(x) minden zérushelye egyszeres, hiszen t6bbszoros zérus-
helyek esetén f(z) és derivalt polinomja nem lennének relativ primek, igy
f(x) nem lenne irreducibilis. Tovdbba ha « egy legalabb masodfoku algebrai
szam, akkor a definidlé polinomjénak nincs raciondlis zérushelye, hiszen el-
lenkez6 esetben a raciondlis gyOktényezo6 levalasztasaval a egy n — 1-edfoki
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raciondlis egyiitthatds polinomnak lenne a zérushelye. Az algebrai szamok
definidlé polinomjairdl feltételezhetjiik, hogy egész egylitthatésak, mert az
egylitthaték nevezoinek legkisebb kozos tobbszorosével szorozva a polino-
mot, a zérushelyek nem valtoznak. Megemlitjik még, hogy bizonyithatd,
miszerint az algebrai szamok definialé polinomjai konstans szorzétdl elte-
kintve egyértelmiiek. A nem algebrai szdmokat transzcendens szdmoknak
nevezziik.

Visszatérve az approximéciés problémainkhoz, a 9.1. Tétel alapjan az
els6foki algebrai szdmok (azaz a raciondlis szamok) pontosan els6 rendben,
a 9.2. Tétel szerint pedig az irraciondlis algebrai szdmok (amelyek legaldbb
masodfokuak) legaldbb maéasodrendben approximélhaték. Bebizonyithato,
hogy az emlitetteknél jobb approximécié nem értheté el. Bizonyitas nélkiil
idézziik az alabbi eredményt.

9.3. TETEL. Legyen « egy valds algebral szdm és € > 0 egy tetszbleges
rogzitett valos szam. Ekkor barmely ¢ > 0 mellett az

C
q2+e

egyenlétlenséget kielégits p/q raciondlis szamok szdma véges.

A fenti tétel egy nyilvanval6 kévetkezményét a kés6bbiekben fel fogjuk
hasznalni.

KOVETKEZMENY. Legyen a egy n-edfoku valds algebrai szdm n > 3
feltétellel. Ekkor barmely ¢ > 0 mellett az

egyenl6tlenséget kielégité p/g raciondlis szamok szdama véges (vagyis egy
n-edfoku (n > 3) valds algebrai szam csak n-nél alacsonyabb rendben app-
roximélhatd).

A 9.3. Tétel és kovetkezményének bizonyitasa messzire vezetne, ezért
nem bizonyitjuk. A kdvetkezmény egy gyengébb forméja azonban kényebben
igazolhato.

9.4. TETEL. Legyen « egy n-edrendii valds algebrai szam, k pedig egy
pozitiv valos szam k > n feltétellel. Ekkor barmely ¢ > 0 esetén az
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egyenlétlenséget kielégit6é p/q raciondlis szdmok szdma véges (azaz o nem
approximalhaté a fokdandl magasabb rendben).

BizoNYiTAs. Feltehetjiik, hogy n > 2, mert az n = 1 eset kovetkezik a
9.1. Tétellinkbdl. Legyen « definidlé polinomja

f(@) = apa" + ap_12" "1 + -+ + ao,
ahol ag,...,a, egész szdmok és a, # 0. Legyenek k > n és ¢ > 0 valds
szamok és tegyiik fel, hogy

(9.2) oa—=| < —

q| "

p' c
valamely p/g # 0 raciondlis szamra. Tekintsiik a

np (P n r\" n e n
qf<q>—q (an<q> +-~+ao)—anp +anap" g+ -+ agg

szamot ami nyilvan egész és nem nulla, mert « definialé polinomjanak
nincs raciondlis gyoke. Legyenek f(x) zérushelyei oy = a, aa, ..., au,, ahol
|oi; — | > 0 minden 2 < ¢ < n esetén, mert a definidlé polinom zérushelyei
kiilonbozoek. Mivel a zérushelyek nem raciondlisak és

f@) = an(z—a)(@—az)--(z—an),

ezért (9.2) alapjan

n
an|c
<q”7| (;k‘ H(‘a—i‘%—ai—a\)

=2

p

egyenlStlenség adddik. De (9.2) miatt feltehetjiik, hogy ‘04 —ql < 1, ezért

létezik egy ¢ > 0 valds szdm, melyre

11

1=2

a—p‘—l—]ai—ao <
q
és igy
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D |an|cc
<\|¢"f ()‘ < .
q qk—n

Ez az egyenl6tlenség azonban csak véges sok p/g esetén teljesiilhet, mert
k—n

qnf<§)egészésk—n>0miattq — 00, ha g —oco. m

A korabbi tanulmédnyainkbdl tudjuk, Cantor munkassaga nyoman, hogy
végtelen sok transzcendens szam létezik. SOt a valds algebrai szdmok halma-
zénak szamossaga megszamlalhatoan végtelen, mig a transzcendens szamoké
kontinuum. Régebben a transzcendens szamok létezésének bizonyitasa is ne-
hézségekbe titkozott. Elészor Liouville bizonyitotta 1851-ben transzcendens
szam létezését a kovetkezo szellemes konstrukcioval.

9.5. TETEL. A

=1
7= Z 2n!
n=1

konvergens sor Osszegével definialt v valos szam transzcendens.

BizoNyiTAs. Konnyen belathatd, hogy a sor valéban konvergens, és igy
valoban definidl egy valds szamot.

Megmutatjuk, hogy a fenti v tetszoleges rendben approximalhaté. Le-
gyen t egynél nagyobb pozitiv egész, és tekintsiik a

-
|

1

P 1
q 2

IIM

raciondlis szdmot, ahol nyilvan ¢ = 2(—1". Ekkor

Pl 1
- (z)

n=t n=t+1

2t' <1+221> Qt"

mert (¢ +)! —t! >4 minden ¢ > 1 esetén és
> -
— 27
Ebbél ¢ = 2¢=D" miatt ¢t = k helyettesitéssel

P 2 2
ot

‘ 2
~—LE ——
q

_qk

< ot—1)lt q
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kovetkezik, t = k + i esetén pedig

2 2 2
4 gt ar

Di
g
q;

minden ¢ > O-ra, ahol Po/gy = D/q, P1/qa, ... kozelitd tortek kiilonbozéek,
mivel a ¢; = 2= = 2(k+i=D! nevezsk kiilonbozd hatvanyai 2-nek, a szam-
1416k pedig paratlanok.

Tehat v tetszoleges rendben approximélhaté ¢ = 2 approximéciés kons-
tanssal, ezért a 9.3., illetve a 9.4. Tétel értelmében nem lehet algebrai. m

A Pell-egyenlet megoldasa

A diofantikus approximacié eredményei jél hasznalhaték a diofantikus
egyenletekkel kapcsolatos problémaknal is. Ezzel kapcsolatban bemutatunk
néhany példat.

Tekintsiik el6szor a Pell-egyenletként ismert

2> — Dy’ =1

egyenletet, ahol D egész szam és az egyenlet x, y egész megoldasait keres-
siik. x = +1, y = 0 nyilvan megoldas, ezért a kovetkezOkben ezen trividlis
megoldastol eltekintiink. Szintén feltehetjiik, hogy D # 0, hiszen ha D=0,
akkor csak az r = £1, y = tetszOleges megoldasok adédnak. D < 0 esetén
két pozitiv egész Osszege 1, igy x| = 1 ésy = 0, illetve z = 0 és |y| = 1
szolgaltathatjak a megoldasokat, az utébbi csak D = —1 esetén. Ha D teljes
négyzet, vagyis D = d?, ahol d egész, akkor az egyenlet

(r+dy)(x—dy)=1

alakt és visszavezethet$ az |z + dy| = 1, |x — dy| = 1 egyenletrendszerre,
aminek konkrét esetben véges szamu 6sszes megoldasa konnyen megadhaté.
Tehat végtelen sok megoldas csak akkor varhaté, ha D > 0 és D nem egy
egész szam négyzete.

9.6. TETEL. Ha D > 0 és D nem teljes négyzet, akkor az
22— Dy’ =1
Pell-egyenletnek van nem trivialis megoldasa.
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B1zZONYITAS. A feltételek miatt /D irracionélis, ezért a 9.2. Tétel alap-
jan végtelen sok olyan p, g relativ prim egész szampar taldlhatd, melyekre

(9.3) ’@-2‘8.

¢
Ezen szampérokra (9.3) kétszeri felhasznélasaval az
[p? — Dg?| = ‘p - \/Eq( ‘p+ \/Eq( =

-3t

:q2

1
_ ‘p_\/ma\/ﬁ‘ <L iab<112vD
q q
egyenlGtlenség adddik, amibdl
—(1+2\/5) <p? - D¢ <1+2VD

kovetkezik. De a p? — Dg? szamok egészek és egyik sem zérus, mert D
nem teljes négyzet, tovabba csak véges szamu értéket vehetnek fel, ezért a
skatulya elv alapjan van olyan ¢ # 0 egész szam, melyre

—(1+2\/f)> <t<14+2VD
és
(9.4) p?—Dg* =t

végtelen sok kiilonboz6 p, q egész szamra. Redukaljuk ezen (p,q) szampé-
rokat modulo [t|, azaz tekintsiik helyettitk azon (p’,q’) parokat, melyekre
p =p, illetve ¢ = ¢ (mod [t]) és 0 < p',¢" < |t|. A kiilonbozé (p', q')
szdmpdarok szdma véges, maximum [¢]?, ezért a (9.4)-ct kielégits végtelen
sok (p,q) péar kozott van két (p1,q1) és (p2,q2) szdmpar ugy, hogy p1 = po
és 1 = g2 (mod |t|). Ezek segitségével definidljuk az

p1p2 — Dqi1qo P1G2 — P2q1
r= ———— y =

©5) o 7

szamokat. x és y egész szamok, mert (9.4) alapjin

pip2 — Dqigo =pf — Dg; =t =0 (mod |t])
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P1g2 — p2q1 = p1qg1 —p1q1 =0 (mOd ’ﬂ)

Ezekre az x, y egészekre azonban, szintén (9.4) alapjan

— Dq1g2)> = D - 2
22 _ Dy2 _ (P1p2 7142) 2 (P1q2 — P2q1) _
(i — Dat) (b3 — Da3) _ 1t _,
2 G

)

tehdt (x,y) megoldésa a tételbeli egyenletnek. Ez a megoldds nem triviélis,
mert (9.5) alapjan y = 0-bdl p1/g; = P2/q, kovetkezne és igy (pi1,q1) és
(p2, q2) nem lennének kiilonb6z6 megoldédsai (9.4)-nek. m

A Pell-egyenlet megoldhatdsigat tehat bebizonyitottuk. Hatra van még
annak az eldontése, hogy van-e végtelen sok megoldas és ha igen, ezek
meghatarozhatok-e. Miel6tt ezekre a kérdésekre valaszolnank bevezetjiik az
egyenlet alapmegolddsanak fogalmat. Tekintsiik az egyenlet pozitiv megol-
désait, vagyis azokat, melyekre x > 1, y > 1. Ilyenek vannak az el6z6 tétel
alapjan (legaldbb egy), mert (x,y)-nal egyiitt (+z, ty) is megoldés. Ezek
kozott alapmegolddsnak nevezziik azt a (u,v) megoldést, melyre u + +/Dv
értéke minimalis. Tehat (u,v) alapmegoldas, ha u,v pozitiv egészek,

u? —Dv? =1
és minden (z,%) pozitiv megoldds esetén z 4+ v/ Dy > u + v/Dv. Ilyen alap-

megoldas nyilvan 1étezik és egyértelmiien meghatéarozott.
Most mar ratérhetiink a fenti kérdések megvalaszolasara.

9.7. TETEL. Legyen D > 0 egy nem teljes négyzet természetes szdm.
Ekkor az
2> — Dy’ =1

Pell-egyenletnek végtelen sok (x,y) egész megolddsa van. Ha (u,v) az egyen-
let alapmegoldésa, akkor az dsszes megolddsai azon (x,y) szampdrok, me-
lyeket az

(9.6) x+V5y:i<ui¢5Qn

egyenléség definial, aholn =0,1,2,....

BizoNyiTAs. Eldszor megmutatjuk, hogy a (9.6) altal definidlt (z,y)
parok megoldasai az egyenletnek, ami végtelen sok megoldas 1étezését bi-
zonyitja. Legyen (x,y) egy szdmpar, melyre

x+\/5y= (u+\/5v)n,
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ahol n egy rogzitett egész. Feltehetjiik, hogy n > 0, mert n = O-ra trividlis
az allitas. A binomidlis tétel alapjan konnyen belathatd, hogy ekkor

:U—\/Ey: (u—\/ﬁ’v)na
és igy
x? — Dy? = (:c—l—/ﬁy) (m—/ﬁy) = (u—i—@v)n (u—/ﬁv)n =
= (uQ—sz)nzl,

tehat (z,y) valéban megoldas. Hasonléan lathaté be az éllitas, ha (9.6)-ban
az el6jeleket valtoztatjuk.

Most bizonyitjuk, hogy minden megoldast a (9.6) egyenldség generdl.
Tegyiik fel az allitasunkkal ellentétben, hogy (2',y’) egy megoldésa az egyen-
letnek, de nem elégiti ki (9.6)-ot. Feltehetjiik, hogy z’,y’ > 0, mert ha egy
(z,y) par kielégiti a (9.6) egyenldséget, akkor a (f+x,+y) parok is, a jobb
oldalon alkalmasan megvalasztva az el6jeleket. A feltételiink és az alap-
megoldas definiciéja kovetkeztében van olyan k pozitiv egész, melyre

(u + \/Ev)k <z +VDy < <u + @v)kH ,
vagy ami ezzel azonos
(9.7) 1< (ac’ + ﬁy’) (u + \/Bv) o < u+VDv.
Mivel u? — Dv? =1 és igy

w4+ Dy  u?— Duv?

1 —D
u=vDv _ 5,

ezért definidlhatunk (a,b) és (a, B) egész szampéarokat az
k
(9.8) a+VDg = (ac’ + @y’) (u — \/51)) = (x’ + \/52/) (a — \/Eb)

egyenl6ségekkel. Az el6zék alapjan (a,b) megolddsa az egyenletiinknek. De
az (a, () szampar is megoldas, mert

(9.9) a— VDB = (:c’ - \/Ey/> (a + \/Eb)
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és igy (9.8) és (9.9) alapjan
a?—Dp% = (oz + \/Eﬁ) (a — @ﬁ) = (2"* — Dy"?) (¢* = Db*) =1-1 = 1.
(9.8)-bél adédik, hogy

a=ax' — Dby és B=ay —bx.

2. y") és (a,b) az egyenletiink pozitiv megoldésai, ezért / > /Dy’ és
(z',y : gy p g : Yy
a > /Db, igy

a=ax — <\/Bb) (\/Ey’) > ax’ —ax’ =0,
tehat o pozitiv. (9.7) és (9.8) miatt
a+ VDB > 1is igaz, mert (u+ vVDv) ™% = (u— VDo)

De 3 sem lehet negativ, mert ha 3 < 0 lenne, akkor a + VDS > 1
kovetkeztében, felhasznalva, hogy <a + @ﬂ) (a - \/56) =1,

a—@ﬂzlal+@lﬁ|=@<l

adédna, ami lehetetlen, mert (o, 3) nem trividlis megoldés. Igy (o, B) egy
pozitiv megoldds, ami szintén lehetetlen, mert a (9.7)-bél adédé

l<a+VDB<u+vVDv

egyenl6tlenség ellentmondana annak, hogy (u,v) alapmegoldas.
Tehdt az egyenlet minden megolddsa kielégiti (9.6)-ot. Ezzel a tétel
minden allitasat bebizonyitottuk. m

A matematikdban egy probléma megoldasa gyakran \j problémékat
vet fel. Most is a Pell-egyenlet megoldasa utan felvetédik, hogy az egyen-
let (u,v) alapmegoldédsa hogy hatdrozhaté meg. Adhaté-e D-tél fiiggd felsd
korlat az u, v egészekre? A kérdés megvalaszoldsa azért fontos, mert ha is-
meriink egy ilyan korlatot, akkor szamitogép segitségével kiszamithato ido
alatt meghatarozhaté az alapmegoldas, mely az Osszes megoldast generélja.
A probléméaval kapcsolatban tobb eredmény is ismert, ezek kozil egy a
kovetkezd. Legyen (u,v) az 2 — Dy? = 1 Pell-egyenlet alapmegoldésa és
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vezessiikk be a ¢ = [\/5] és E = 2(qg+1) (%q—k 1)2q jeloléseket. Ekkor
u<(¢q+1)Eésv < E.
A Pell-egyenlet természetes dltaldnositdsa az

2? —Dy* =N

masodfokd diofantikus egyenlet, ahol N egy rogzitett zérustol kiilonbozo
egész szam, D > 0 és D nem teljes négyzet. Ez az egyenlet azonban nem min-
den N-re oldhaté meg, még N = —1 esetén is van olyan D, hogy nincs egész
megoldésa az egyenletnek. Példdul az 2% — 3y? = —1 egyenletet egyetlen
(z,y) egész értékpar sem elégiti ki. Igaz viszont a kovetkezd.

9.8. TETEL. Legyenek D és N rogzitett egész szamok D > 0, D nem
teljes négyzet és N # 0 feltétellel. Ekkor ha az

22— Dy> =N

egyenletnek van egész x, y megoldasa, akkor végtelen sok megoldasa van.

BiZONYITAS. Legyen xg, yo megolddsa az egyenletnek és legyen (u,v)
az 1? — Dy? = 1 egyenlet alapmegolddsa. Definidljunk egy (z,,y,) egész
szampart az

Ty + \/Eyn = (u + \/Ev)n (xo + \/Byo)

egyenl6séggel. Ekkor (z,, ¥, ) megolddsa a tételbeli egyenletnek minden n >
0 természetes szam esetén, mert

12 = Dy? = (w0 +VDy,) (w0 = VDyy ) =
= (u + \/52))” (Jfo + \/5y0> <u — @v)n (3;0 — \/Ey()) -
= (u* = Dv*)" (2§ — Dy5) = IN = N

és kiilonboz6 n értékek kiillonbozb (z,,yy) szdmpdrokat hatdroznak meg.
Tehat valéban végtelen sok megoldasa van. m

A Thue—Siegel-tétel

A diofantikus approximéciora vonatkozd eredmények egy mésik alkal-
mazasat mutatjuk be kétvaltozds diofantikus egyenletekkel kapcsolatban.
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9.9. TETEL. (Thue—Siegel-tétel) Legyen n > 3 és
f(2)=anz" +an 12"+ +ag

egy n-edfoku racionalis egytitthatos polinom, mely irreducibilis a racionalis
szamtest felett. Legyen tovabba N egy racionalis egész szam. Ekkor a

1

(9.10) g(2,y) = anz" + ap12" 'y + -+ arxy" " +aoy” = N

diofantikus egyenletnek csak véges sok (x,y) egész megoldasa lehet.

BI1zONYITAS. z = x/y helyettesitéssel a g (z,y) polinom

g(z,y)=y"yg <z 1) =y"g(z1) =y"f(2)

alakba is irhato.

Elészor feltessziik, hogy az f(z) polinomnak nincs valds zérushelye.
Ebben az esetben analizisbeli eszkozokkel igazolhatd, hogy van olyan ¢ > 0
valés szam gy, hogy

[f (2)] = ¢

minden valés z esetén (a, > 0 esetén ¢ az f (polinom)fiiggvény minimuma,
an < 0 esetén pedig a maximum abszolut értéke). Tegyiik fel, hogy (x,y)
egy megoldasa a (9.10) egyenletnek. Ekkor

x x
IN[=|y"g <1>' =y"f <>’ >clyl",
Y Y
vagyis
n_ V]
ly|" < —.
c

Ez csak véges sok y egész szamra allhat fenn, és ezeket (9.10)-be helyet-
tesitve mindegyikhez legfeljebb n darab egész z taldlhaté dgy, hogy (x,y)
megoldésa legyen az egyenletnek. fgy valéban csak véges lehet a megoldasok
Szama.

Tegyiik fel, hogy f (z)-nek van valds zérushelye és legyen ez ay. Az
aq kiilonbozik a tobbi zérushelyt6l, mert f(z) nem lehetne irreducibilis
tobbszores gyokok mellett. frjuk fel f (2)-t az
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gyoktényezds alakban. Ekkor

g(z,y) = y”anﬁ (Zj - ai) :

i=1

és igy (x,y) csak akkor lehet megoldédsa (9.10)-nek, ha

n
X
(9.11) IN| =g (z,9)] = |y|" lan] ]| %)
=1
vagyis ha
N 1
(9.12) I _w Al N
y [yl

x
y 1

lan| I1
i=2
Ha (9.10)-nek végtelen sok (z,y) = (x;,y,;) megolddsa lenne, akkor

lim y; = oo,

j—o0
és ezért (9.11) ezen megolddsokra csak akkor lehet igaz, ha az z—; sorozat,
vagy ennek egy részsorozata konvergal valamely a;-hez. a; nem lehet komp-

lex, mert komplex «; esetén |r — ;| > |[Im(oy;)| minden r valds szémra.
Tehat a; valés, feltehetjiik, hogy a; = a1. De ha zj/y; — a; ha j — +o0,

akkor
n n
lim H :H\al—ai|:c',
Jj—o0
=2 i=2

ahol ¢ > 0 egy konstans. fgy végtelen sok megoldas feltétételezése esetén
(9.12) alapjan létezne egy c¢1 > 0 pozitiv valds szam gy, hogy az

Q5

Ti _
Yi

x
Y

< &
|yl

—

egyenl6tlenségnek végtelen sok (z,y) egész megoldasa lenne. Ez azonban
ellentmond a 9.3. Tételbdl adodd kovetkezménynek. m
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Feladatok

1. Legyen « adott valds szam. Bizonyitsuk be, hogy ha tetszéleges e
pozitiv valés szamhoz talalhaté p egész szam és q természetes szam, melyekre

p

0< a—’<
q

€
q
teljesiil, akkor « irracionalis szam.
2. Bizonyitsuk be, hogy az
1 1 1
6:1+ﬁ+i+”.+a+”.
szam irracionalis.
3. Bizonyitsuk be, hogy
1
KRS
barmely p, g pozitiv egész esetén.

4. Legyen D > 0 és D nem teljes négyzet egész szam. Bizonyitsuk
be, hogy ha az xg, yo pozitiv egészek megolddsai az z?> — Dy? = 1 Pell-

egyenletnek, akkor
1

VD2 o~
’ VDy?

W

5. Bizonyitsuk be, hogy az
22 -8y’ =4 és 2?2 —2x=—1
egyenleteknek végtelen sok x, y egész megoldasa van, de az
2?2 -8yt =2 és 2?2 —3x=-1
egyenletek nem oldhatok meg az egész szamok korében.

6. Adjuk meg az
2 —2y° =1

Pell-egyenlet 6sszes olyan megoldasat, melyekre 0 < x < 50.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha az z? — 2y = N; és 22 — 2y?> = N, Pell-
egyenletek megoldhaték, akkor az 22 —2y? = Ny Ny egyenlet is megoldhaté.
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10. Masodrendu linearis rekurziv sorozatok

Fibonacci vagy méas néven Leonardo Pisano olasz matematikus 1202-
ben megjelent konyvében szerepelt a kovetkezd feladat. A nyulak két ho-
napos korukban érik el az ivarérettséget, és ettol kezdve minden nyulpar
havonta egy 1jsziilott nyilparnak ad életet. Hany par nyulunk lesz egy év
miulva, ha jelenleg egy tjsziilott nyuilparunk van, és kozben egy nyudl sem
pusztul el? A probléma megoldasa nem nehéz. Jeloljiik az n-edik hénapban
rendelkezéstinkre &ll6 nyulparok szamat Fj,-nel. Nyilvan F; = Fy, = 1
és I3 = 2, hiszen a kezdd nytdlparunk a harmadik hénapban produkal
egy 1j part. Ha n > 2, akkor az n-edik hénapban megvannak az n — 1-
edik honapban él6k és még annyi Gjsziilott par ahdny legalabb kéthénapos
nyulparunk van. A legalabb kéthénapos parok szdma annyi, ahdny parunk
volt az n — 2-edik hénapban, vagyis F),,_o. Tehat az n-edik hénapban a
nyulparok szama F,, = F,_1 + F,,_5. Ezek alapjan mar kénnyu felirni a
nyulparok szamanak sorozatat az elsé 12 hénapban:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,

vagyis egy év mulva Fjo = 144 nyudlparunk lesz.
A Fibonacci-sorozat

A fenti probléma az egész szamoknak egy érdekes sorozatdhoz vezet,
mely a feladat szerzéjének a nevét viseli. A sorozatot mostanaban a kovet-
kez6képpen definidljak.

DEFINICIO. Az egész szdmokbdl &ll6 F,, (n = 0,1,2,...) végtelen so-
rozatot Fibonacci-sorozatnak nevezziik, ha kezdd elemei Fy = 0, F} = 1 és
minden tovabbi tag kielégiti az

F,=F, 1+F, > (n>1)

linedris rekurziv képletet. A sorozat tagjait Fibonacci-szamoknak nevezziik.

1202 6ta mér igen sokan foglalkoztak a Fibonacci-sorozattal, sok ér-
dekes feladat és Osszefiiggés ismert a Fibonacci-szamokkal kapcsolatban.
Fibonacci-szamokhoz vezet példaul a kovetkezd probléma is. Hanyfélekép-
pen tudunk felmenni egy n foka lépcson, ha egyszerre 1 vagy 2 1épcséfokot
léphetiink? Hasonléan, mint a bevezeté problémanknal, a k-adik (k > 1)
lépcsofokra vagy a k — l-edik, vagy pedig a k — 2-edik 1épcsordl 1éphetiink
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fel. A k-adik 1épcsére valo 1épés lehetdségeinek szama tehat annyi, amennyi a
k—1-edik fokra jutdsok szama, hozzaadva a k—2-edik 1épcsére jutas szamat.
Az els6 1épcsore 1 = Fy, a méasodikra pedig 2 = F3 féle képpen juthatunk
fel, igy konnyti utanagondolni, hogy az n-edik 1épcsére F;, 1 kiilonbozé iton
juthatunk el.

A j6l ismert Pascal-haromszog

=N =
D W =

o e
= =
—

alakt elrendezésébdl kiindulva érdekes dolgot tapasztalhatunk. Az els6 osz-
lop egyeseibdl kiindulé, felfelé vezetd atlékban 1év6 szamok Osszegei Fibo-
nacci-szamok: 1 = Fy, 1 =F5, 1+ 1=F3, 1+2=F;, 1 +3+1=F5,....
Ez altaldnosan is igaz.

10.1. TETEL. Ha n > 1, akkor

() ()0

ahol (¥) =0, hat > k.

Bi1zoNYITAS. Az allitdst n-re vonatkozé teljes indukciéval bizonyitjuk.
n =1 és n = 2 esetén mar lattuk, hogy a tétel igaz. Legyen n > 2 és tegytik
fel, hogy az egyenléség igaz az 1,2,...,n szamokra. Ekkor, felhasznélva a
binomidlis egyiitthatékra vonatkozé ismert

(IZ) ! <tf1) - ('Eif)

és (’8) = 1 egyenloségeket,
n—1 n—2 n—3
Foywn=F,+F, >+< 1 >+< 5 >_|_...+

I
Ry
o
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adédik, vagyis a tétel n + 1-re is igaz. ®

A Fibonacci-szamoknak sokféle eléallitasa ismert, ezek koziil az aldb-
biakban az tgynevezett Binet-formuldt ismertetjik. Az

?—2x—-1=0

egyenletet a Fibonacci-sorozat definiald, vagy karakterisztikus egyenletének
nevezziik. Az egyenlet gyokei

1+V5 1-+/5
5 és 0= 5

melyekre nyilvin o + 3 = 1, af = —1 és a — 3 = /5. Ezen gyokok
segitségével a sorozattagokra explicit képlet is adhaté.

10.2. TETEL. (Binet-formula) Minden n természetes szam esetén
a™ — ﬁn a — ﬁn

a-f V5

(10.1) F, =

BizoNyYiTAS. Mivel

0_ 0 _
al 08 Vi

V5 YCRRYE]

ezért az allitas igaz, ha n = 0 vagy 1. Tegyiik fel, hogy n > 1, és a tétel igaz
n és n — 1 esetén. Ekkor

=0=Fy és

a — ﬁn an—l _ 677,—1
Fn = FTL +Fn— - + =
+1 1 \/g \/5
"o+ 1)~ F" (5 + 1)

7 :

Mivel o a karakterisztikus egyenlet gyoke, és igy o + 1 = a?, és hasonléan
B4 1= 32 ezért

an—1a2 _ ﬁn—l/@Q an—i—l _ ﬁn—l—l

V5 V5

Tehat az allitas n—+1 esetén is igaz, ami a teljes indukciés gondolatmenet
alapjan bizonyitja a tételt. m

Fn+1 —

A tovabbiakban sziikségiink lesz egy Osszefliggésre.
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10.3. TETEL. Minden n, m pozitiv egész esetén
Fn+m = n—lFm + FnFm+1-

BizoNyiTAs. m-re teljes indukciéval bizonyitunk. Ha m = 1, akkor
F1 = F2 = 1 miatt

Fn—lF1+FnF2:Fn—l+Fn:Fn+lv
ha pedig m = 2, akkor

Fyn_1Fy+ FpoF3=F, | +2F, =
— n—1+Fn+Fn:Fn+l+Fn:Fn+2-

Tehat az allitds igaz, ha m = 1 vagy 2. Tegytk fel, hogy m > 2 és az
allitas igaz m — 1 és m — 2 esetén. Ekkor

Fuim = Fat(mo1) + Fot(m-2) =
= (FooiFma + FoFy) + (FooiF—o + FoF1) =
= Fp1(Fn—1 + Fu2) + Fo(Fo + Frpo1) =
=F, 1 Fp+ FoFpy,

amibdl kovetkezik a tétel minden pozitiv egész m-re. m

Két szomszédos Fibonacci-szam nyilvan relativ prim. Hiszen ha n > 1
és (Fp, Fr,41) = d, akkor a rekurziv definiciébdl ad6dé F,,—y = F11 — F,
miatt d | F,,—1 kovetkezik. De ha d | F,, és d | F,—1 akkor az el6z6ekhez
hasonléan d | F,_o adédik. Folytatva az eljarast, végiil azt kapjuk, hogy
d | Fy =1, tehat valéban d = 1. Két nem szomszédos Fibonacci-szam mar
nem mindig relativ prim, ezt mutatja a kovetkezo tétel.

10.4. TETEL. Ha m és n pozitiv egész szdmok és m | n, akkor F,, | F,,.

B1zONYITAS. Legyen n = m - mq, ahol m; > 1. Ha m; = 1, akkor az
allitas trivialisan igaz. Tegyilik fel, hogy a tétel igaz valamely pozitiv egész
mq-re, vagyis Fy, | Frum, - Ekkor a 10.3. Tételbdl adédd

Fm(ml—i—l) = me1+m = mml—lFm + me1 Fm+1
egyenl6séghdl F, | Fry(m,+1) kovetkezik, vagyis a tétel my + 1-re is igaz.

Tehat, teljes indukciés gondolatmenettel, igaz a tétel minden mi-re, azaz
minden m-mel oszthaté n-re. m
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Az el6z6 tételiink egy erésebb forméban is igaz.

10.5. TETEL. Minden m,n pozitiv egész esetén

B1zoNyiTAs. Feltehetjiik, hogy m < n és m | n, mert egyébként az
allitas kovetkezik a 10.4. Tételbol. Végezziik el az euklideszi algoritmust az
m,n szamokon:

n=mqy+7ry, ahol 0<ry <m,
m=171q1 + 12, ahol 0<ry <ry,

7’1:7"QQQ+7"3, ahol O<’I"3<T‘2,

Ti—o = Ti—1Gt—1 +1¢, ahol 0 <7y <ri_q,

Tt—1 = Ttqy,

ahol qo, ¢; és r; pozitiv egészek minden 1 < i < ¢ esetén. A 10.3. Tétel
alapjan
F, = Fm(]o-i-ﬁ - Fm%—lFﬁ + FMQUFT1+1

adddik. Az F,q,—1 €8 Fpg, Fibonacci-szamok szomszédosak, tehét relativ
primek, ezért egyenloségiinkbol a 10.4. Tétel és a legnagyobb kozos osztd
tulajdonségai alapjan (Fp,, Fy,) | (Fry, Fu) és (Fry, Fin) | (B, F) és igy
(Fin, Fr) = (Fy,, F,,). Folytatva az eljarast, az utolsé lépésben r; | ry—q
felhasznalasaval

(Fvan) - <FT17Fm) = (Frath) == (Fer

Tt—1) - FTt
kovetkezik. Az euklideszi algoritmus ismert tulajdonsiaga alapjan azonban
re = (m,n). n

Megjegyezziik, hogy a 10.4., illetve a 10.5. Tételbeli tulajdonsigokkal
rendelkez6 egész szamsorozatokat oszthatdsagi, illetve erds oszthatdsagi so-
rozatoknak nevezziik.

A Fibonacci-szamok oszthatdsdgi tulajdonsagait vizsgalva felmeriil a
kérdés, hogy melyek azok a pozitiv egészek, amelyek osztéi valamely Fy-t6l
kiilonb6z6 Fibonacci-szamnak.

10.6. TETEL. Minden pozitiv egész m esetén az els6 m? Fibonacci-szam
kozott van pozitiv indexii m-mel oszthato.
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BizoNyiTAs. Feltehetjiik, hogy m > 2, hiszen egyébként az allitds
nyilvanval6. Jeloljiikk F-vel az F; Fibonacci-szdm m-mel val6 osztasdnal

fellépd legkisebb nemnegativ maradékat. Tehdt F; = F; (mod m), ahol
0 < F; < m. Tekintsiik a szomszédos maradékparok

<F1>F2>a <F27F3>7 <F3af4>7 ce

végtelen sorozatat. Mivel m kiilonbozé F; érték fordulhat eld, ezért a kii-
16nb6z6 maradékparok szama legfeljebb m?. Ebbdl a skatulya elv alapjan
az kovetkezik, hogy az elsé m? + 1 par kozott van két megegyezd, vagyis

(Fi, Frt1) = (Fi, Fipn)
valamely k,t pozitiv egészekkel melyekre 1 < k < t < m? + 1. De ekkor

Fr1=F1=Fep1—Fy=Fip1 —Fr=Fy1 —F, =
= Ft+1 — Ft = thl = Ft,1 (].'IlOd m),

amibdl Fir_1 = Fy_q kovetkezik. fgy ha a k-adik és a t-edik szamparok
egyenloek, akkor a k — 1-edik és ¢t — 1-edik parok is. Folytatva az eljarast
azt kapjuk, hogy mér az els6 szampar megegyezik egy masikkal. Feltehetjik
tehat, hogy k = 1, azaz

<17 1> = <FtaFt+1>7

ahol 2 <t < m? + 1. Ebbdl kévetkezik, hogy
Ft—l :Ft+1—FtEFt+1—Ft:1—1:O (HlOd m),

vagyis m | Fy_1,ahol 1 <t —1<m? u

A tételinkbdl az is kovetkezik, hogy végtelen sok m-mel oszthaté Fi-
bonacci-szam létezik. Hiszen ha m | F,,, akkor a 10.4. Tétel miatt minden
n-nel oszthaté indexii sorozattag oszthaté m-mel. Az els6 m-mel oszthatd
sorozattag indexére adott m? fels6 korldtndl lényegesen jobb is adhaté. Pél-
daul egy késébbi tételbdl (10.8. Tétel) kovetkezik, hogy ha p egy primszém,
akkor az elsé p-vel oszthatd nemzérus sorozattag indexe nem nagyobb mint
p+ 1
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Altalanos masodrendii sorozatok

A Fibonacci-sorozat a kovetkezéképpen altaldnosithato.

DEFINICIO. Legyenek A és B zérustdl killonbozd egészek. Az egész
szamok G, (n = 0,1,2,...) végtelen sorozatat A, B paraméterekkel és
G, G1 nem mindkett6 zérus kezdGelemekkel megadott masodrendii linearis
rekurziv sorozatnak nevezziik, ha

GTL = AGn—l + BGTL—2

minden n > 1 esetén.

A sorozat A = B =1, Gy = 0, G; = 1 specidlis esete a Fibonacci-
sorozat. Az dltaldanos sorozat tagjai, a Fibonacci-szdmokhoz hasonléan, meg-
adhatok explicit alakban is.

Tekintsiik az

2> — Az —B=0

egyenletet, melyet a sorozat karakterisztikus egyenletének nevezziik. Az
egyenlet gyokei

A+ VA2+4B b 85— A—+VA?2+4B
Y= 2 - 2 )
melyekre nyilvan y+6 = A, 70 = —B, ésha D = A%2+4B, akkor y—¢ = v/D.
10.7. TETEL. Ha D # 0 (és igy v # ), akkor
(Gl - (5G0)’y” - (Gl - ’}/Go)(sn
y—0

(10.2) Gn =

minden n > 0 esetén.

B1zONYITAS. A tétel a 10.2. Tétel bizonyitdsdhoz hasonléan teljes in-
dukcioval is beldthato, azonban most egy maésik bizonyitast mutatunk be.
Legyen k egy tetszdleges valds vagy komplex szdm. A sorozat definiciéja
alapjan, feltéve, hogy n > 0,

Gn+1 - k?Gn - AGn + Banl - an -
= (A—k)(Gn — kGp_1) — (k* — Ak — B)G\_1.

Ha k = v vagy J, akkor k? — Ak — B = 0, ezért v+ 6 = A felhasznaldsaval
és k = - helyettesitéssel

Gn+1 - 'YGn = 5(Gn - 'YGn—l)

196



adédik. Ha n — 1 > 0, akkor a jobb oldalon wjra felhasznalhatjuk a kapott
egyenl6séget n + 1 helyett n-nel. Folytatva ezt az eljarast, végil

Gn+1 — 'yG’n = 6”(G1 — Go)
kovetkezik. k = & helyettesitésével hasonléan adédik, hogy
Gn+1 - (5Gn = 7”(G1 - (5G0)

Az utébbi két egyenldség kiilonbségébdl (10.2) mar kovetkezik minden n > 0
esetén. Az n = 0 esetben az allitas kozvetleniil beldthats. m

Bizonyitas nélkiil megemlitjiik, hogy a D = 0 (azaz § = ) esetben
Gy = (nG1 — (n = 1)yGo)y" ™

minden n > 0-ra, de ezzel az esettel a tovabbiakban nem foglalkozunk.

Az altalanos méasodrendii sorozat fontos specidlis esete a 0 és 1 kezd6-
tagl sorozat, ezt a kovetkezOkben R-rel fogjuk jelolni. Tehat R, (n = 0,
1,2,...) egy olyan mdasodrendil linedris rekurziv sorozat, melynek elemei
kielégitik az

(10.3) Ry=AR,_1+BR,_s (n>1)

rekurziét, ahol A és B nem zérus egészek, a kezdbelemek pedig Ry = 0 és
Ry = 1. Ezen sorozat tagjai (10.2) alapjan

7n_(sn_,yn_(sn

(10.4) o=t —5 ="

alakuak.
Az R sorozat a Fibonacci-sorozathoz hasonlé tulajdonsdgokkal ren-
delkezik. Minden n, m pozitiv egész szam esetén

(10.5) Rysm = BRy_ 1Ry + RuR1,

mely a 10.3. Tételhez hasonléan bizonyithat6. Ennek felhasznalasaval belat-
haté a 10.4. és 10.5. Tétel megfeleldje, miszerint ha (A, B) = 1, akkor

(10.6) Ry | Ry,
akkor és csak akkor, ha m | n, tovabbd
(10.7) (R, Rn) = Rim,n)-
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A 10.6. Tétel megfeleldje is igazolhatd, bizonyos kikotéseket réva m-re, de
helyette pontosabb tételeket fogunk bizonyitani.

Az R sorozat oszthatésigi tulajdonsdgait vizsgalva érdemes kikotni,
hogy (A, B) = 1, ugyanis (10.3) miatt (A, B) = d > 1 esetén minden 1-nél
nagyobb indexii tag oszthaté d-vel. Ez nem nehezitené, de bonyolitand az
altalanos tételek megfogalmazasat. Az m | R,, tipust oszthatdésdgok feltéte-
leit keresve mindig kikotjiik, hogy (m, B) = 1. Ennek indoka a kdvetkezd.
Legyen p egy primszéam, melyre p | B, de (A, B) = 1 miatt p [ A. Ekkor
nyilvin p{ Ry = 1ésp[ Ry = A. De hap| R,,—1 és p/| R, _2 akkor (10.3)
miatt p | R,,. Ezekbél kovetkezik, hogy ha (A, B) =1 és p | B, akkor nincs
a sorozatnak p-vel oszthaté tagja, igy m [ R,, minden n > 0 index{i tagra,
ha (m,B) > 1.

El6szor a sorozattagok primszamokkal valé oszthatésagat vizsgdljuk.

10.8. TETEL. Ha (A, B) = 1, p egy primszam és p | B, akkor

p| Rp—(D/p):

ahol D = A? + 4B, (D/p) a Legendre-szimbdlum, ha p pédratlan és p | D;
(D/p) =0, ha p | D; tovabba (D/p) = —1, hap =2 és A pdratlan.

BiZoNYITAS. Legyen p egy péaratlan prim p [ B feltétellel. (10.4) alap-
jan, felhaszndalva a binomidlis tételt,
1

(57) (47 ]-
VD 2 2 N
sl () (e ()

(e (rm ()]

- Q) Bl )]

1 p—1
|

Ebbdl, felhasznédlva a kis Fermat-tételt és a binomialis egytlitthatok ismert
tulajdonsagét, miszerint p | (g) ha 0 < k < p,

R, =

(10.8) R,=2""'R, = D'z (mod p)
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kovetkezik. Hasonléan adédik, hogy

1 p+1 p+1 9 p+1 p=1
_ = AP AP=2D 4 ... AD .
Ry = o [T )4 (M5 ) arip gk (M)

De (”Zl) = (") +(}), ha 0 <k <n, ezért

waea=[() () [()- O] o
(7))

amib6l, ismét a kis Fermat-tétel és az emlitett p | (g) oszthatdsdg alapjan
(10.9) 2R,41 = AP + AD"= = A+ AD™> = A(1+D"=) (mod p).

Ezek utan ha p | D, akkor (10.8) miatt R, =0 (mod p), vagyis p | Ry,
illetve p | R,_(p/p), mert most (D/p) = 0 a definicié miatt.

Ha (D/p) = —1, vagyis D'z =—1 (mod p), akkor (10.9)-bé&l
2R,11 =0 (mod p), azaz p| Rpy1 = Ry_(p/p)

kovetkezik. »
Ha pedig (D/p) = 1, azaz D= = 1 (mod p), akkor az R,,; =
= AR, + BR,,_; egyenldséghdl és a (10.8), (10.9) kongruencidkbdl

2BR,_1 =2R,41 —2AR, =2A—-2A=0 (mod p),

illetve (p,2B) = 1 miatt R,_1 =0 (mod p) addédik. Tehéat ebben az eset-
ben p ‘ Rp_l = Rp,(D/p).

Legyen most p = 2. A sorozat rekurziv definiciéja alapjan a sorozatta-
gok Rg =0, Ry =1, Ry = A, R3 = A2+ B,... Ha 2 | D = A% + 4B, akkor
A péros és 2 | Ry = A. Ha pedig 2 [ D, akkor A paratlan és 2 /[ B miatt
B is pératlan, igy 2 | R3 = A% + B. Tehdt, (D/p) definiciéja miatt a tétel
p = 2 esetén is igaz.

Ezzel a tétel minden allitasat bebizonyitottuk. m

A kovetkez6 tétel a primhatvanyokkal oszthaté sorozattagok meghata-
rozasat teszi lehetévé.

10.9. TETEL. Ha p egy primszam, p | B és p* | R,, valamely s,n pozitiv
egészek esetén, akkor
ps+1 ‘ Rnp-
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7 ’ ” .. 7’ Z. z 71
B1zoNYITAS. Legyen el6szor p egy paratlan primszam. Ekkor VD" 'R
egész szam minden n > 0 természetes szam mellett. (10.4) alapjén, felhasz-

nalva hogy v = —B és (’,z) = (pfk)a

- 1
\/Bp 1R$L _ ﬁ('}/n_én)p —

5np+z < > n(p— k)(snk] _
np _ §np 4 Z (_1)k (Z) (,Yé)nk (,yn(prk) N (5n(p72k)>
k=1

nk (P
R+ 3 O B (§) Ry = R+ 5.
k=1

Tegyiik fel, hogy p° | R,,. Ekkor nyilvdn p*™! | RP. De az S dsszegben p | (i)
6s (10.6)-bél ad6dé Ry, | Ry, (p—ok) miatt minden tag oszthaté p**!-gyel, ezért
Pt | Ry, is igaz.
Legyen most p = 2. (10.5) alapjan
R2n = Rn+n = BRnfan + Ran+1 =
= Rn(BRn—l + Rn—}-l)‘
Ha 2% | R, és igy R,, paros, akkor (10.7) miatt R,_1 és R,11 pératlan.

De a p [ B feltétel miatt B is paratlan, ezért 2 | (BR,—1 + Rn11) és igy
2571 | Ry,. Tehdt a tétel p = 2 esetén is igaz. m

Az el6z6 két tételbdl adodik, hogy (m, B) = 1 feltétel mellett végtelen
sok m-mel oszthaté tagja van a sorozatunknak.

10.10. TETEL. Legyen az m > 1 pozitiv egész szam kanonikus alakja

a1, 02

m=pyipy®--opyt
és legyen

n—Hp 1 D/pz))

ahol (D/p;) a 10.8. Tételben definidlt szimbolum. Ha (m, B) = 1, akkor
m | Rnk:
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minden k természetes szam esetén.

BizoNYiTAs. (10.6) miatt elég azt bizonyitani, hogy m | R,. Ehhez

pedig, szintén (10.6) miatt, elég a pg* Rp{mi—l(p_i(D/p_)) oszthatdsdgot

belatni, ami viszont kévetkezik a 10.8. és 10.9. Tételbol. m

Megemlitjiik, hogy a sorozatokban nem mindig a p — (D/p) indexii tag
az els6 p-vel oszthaté. Legyen r(p) a legkisebb pozitiv egész, melyre p | R, (p)
(vagyis p | Ryp), de p | R,, ha 0 < n < r(p)). (10.7)-bdl kovetkezik,
hogy r(p) | (p — (D/p)). Bebizonyithatd, hogy a (p — (D/p)/r(p) hédnyados
tetszblegesen nagy is lehet.

Eddig még nem ismert, hogy egy sorozat esetén melyek azok a p prim-
szédmok, melyek esetén az elsé p-vel oszthaté tag p2-tel is oszthaté? Vagy
ami ezzel egyenértékii, melyek azok a primek, melyekre p? | R,_(p/p? Az
A = 3, B = —2 paraméterekkel megadott R sorozat (vagyis a Mersenne-
szamok R, = 2" — 1 sorozata) esetén eddig csak két ilyen primszamot
talaltak, ezek p = 1093 és p = 3511, a Fibonacci-sorozat esetében pedig
egyet sem.

A Fibonacci-sorozatra a 10.8. Tétel a kovetkezOket mondja ki. Mivel
A = B = 1 miatt most D = A% +4B = 5, ezért (5/p) = 0 akkor és csak
akkor, ha p = 5. fgy valéban 5 | F5 = 5. p = 2 esetén a tételbeli definicid
szerint (5/2) = —1 és 2 | F3 = 2. Ha p pératlan prim, p # 5 és p alakja
10k + 1, akkor a kvadratikus reciprocitési tétel alapjan

o/ = (2) B (10k5i 1> B (mkfl) - <i51) -

A p =10k + 3 alaku primeknél pedig hasonléan

= (%) =1

adédik. fgy a 10.8. Tétel alapjan

p|Fp—1, ha p=10k=+1
és
p| Fpt1 ha p=10k+£3.
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Egy diofantikus egyenlet megoldasa

A rekurziv sorozatok jol hasznélhaték diofantikus egyenletek megoldédsa
soran is. Miel6tt ezt egy példaval szemléltetnénk, definidljuk a G sorozat
egyik specidlis esetét.

DEFINiCIO. Legyen L, (n =0,1,2,...) az egész szdmok azon végtelen
sorozata, melynek kezd6 elemei Lo = 2, Ly =1 és

Ln = Ln—l + Ln—27

ha n > 1. Ezt a sorozatot Lucas-sorozatnak, tagjait pedig Lucas-szamoknak
nevezziik.
A 10.7. Tétel alapjan a Lucas-szamok

L _(=2pa"—(1-20)8" _
n — a—ﬂ -
_ (@A) =20)a" ~ (0 +H)=20)8" _ . o,
a—p3

(10.10)

alakiak, ahol «a és 3 az 22 — o — 1 = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei. A
Fibonacci- és a Lucas-szamokra fennéll az

(10.11) L2 —5F?=4.-(-1)"
egyenl6ség, ugyanis (10.1) és (10.10) miatt, felhaszndlva, hogy aff = —1,

a — 571
NG
Ebbdl kovetkezik, hogy az 22 —5y? = +4 Pell-tipusi egyenleteknek végtelen

sok megoldésa van, minden (x,y) = (L, F,) szdmpar megoldés. Bebizonyit-
juk, hogy lényegében ezen szamparok szolgaltatjak az Osszes megoldast.

10.11. TETEL. Az

@45 ) — 4(af)" =4 (~1)".

x? —5y? = +4

egyenlet Gsszes nemnegativ megoldasa (z,y) = (Ln,F,), n = 0,1,2,...,
ahol L,,, illetve F,, az n-edik Lucas-, illetve Fibonacci-szam.

Bi1zoNYiTAS. Nyilvan elég az egyenlet nemnegativ megoldésait keresni,
hiszen ha (x,y) egy megoldas, akkor (+z,ty) is az. Azt mar lattuk, hogy
az (L, F,,) alakd szampéarok megolddsai az egyenletnek, ezért csak azt kell
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bizonyitani, hogy minden megoldaés ilyen alaki. Tegyiik fel az dllitassal ellen-
tétben, hogy van olyan megoldés, mely nem (L,,, F},) alaki. Legyen (xg, yo)
egy olyan megoldas, melyben 39 minimalis és nem Fibonacci-szdm. Konnyen
ellenérizhetd, hogy ekkor yo > 4. Mivel

5 4
= /byt +4=2 4+ =
o Yo Yo 4 4y3>

ezért 2yg < xo < 3y, tovadbba xzg,yo paritdsa megegyezd, igy van olyan
0 <t < yg, melyre
o = Yo + 2t.

Az egyenletiinkbe visszahelyettesitve
(o +2t)% — 5y = +4,
azaz,
dyd — dtyg — 42 £ 4 =0
adodik. Ebbdl

(10.12) 20 =t + /512 £ 4.

De 3 és t egész szamok, ezért 5t> £ 4 teljes négyzet, vagyis
5t2 + 4 = s,

ahol s nemnegativ egész. Igy (z,y) = (s,t) a tételbeli egyenlet egy olyan
megoldasa, melyre 0 < t < yo. Tehat t az yg-ndl kisebb megoldés, ezért
a feltételiink miatt ¢ = F,, valamely n > 0-ra. Beldtjuk, hogy s pedig az
n-edik Lucas-szam. Mivel

s —5F? = +4
és (10.11) kovetkeztében

L2 —5F? = 44,
ezért

s2—L2 =0 vagy =8.

n

Két négyzetszam kiilonbsége csak akkor lehet 8, ha az egyik 9 a méasik pedig
1, vagyis ha s < 3. Konnyt ellenérizni, hogy ekkor a megoldasokat csak az
(L, F,) alaki parok adjak, igy valéban s = L,,. Tehat (10.12) alapjan

200=t+ts=F,+ L,.
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De (10.1) és (10.10) segitségével beldthat6, hogy F,, < L, és F,, + L,, =
=2F,11, han > 1, ezért

2y0 = Fn + Ln = 2Fn+1,

vagyis 1yg csak Fibonacci-szam lehet, zy pedig, mint elébb is lattuk, a
hozzé tartoz6 Lucas-szdam. Ez ellentmond a feltevésiinknek, tehat minden
megoldas (z,y) = (Ly, F,) alaki. =

Feladatok

1. Egy 2 xn-es (n > 1) téglalapot hanyféleképpen tudunk lefedni 1 x 2-
es téglalapokkal?

2. Hatérozzuk meg az elsé n Fibonacci-szam 0Osszegét.

3. Hatarozzuk meg az elsé n Fibonacci-szam négyzetének Osszegét

4. Legyen Fj, illetve L; az i-edik Fibonacci-, illetve Lucas-szam. Bi-
zonyitsuk be az aldbbi azonossagokat:

(a) Fg-ﬁ-l = FpFppo + (1),

(b) nFi+(n—1)Fo+(n—2)F3+---+2F,_ 1+ F,, = Fyyq4 — (n+3),

(C) Ln+1 = 5Fn — Ln—la

(d) Loy, =5F2 +4(-1)".

5. Legyenek a és b pozitiv egész szamok és jelolje F; az i-edik Fibonacci-

szamot. Bizonyitsuk be, hogy ha F,,_1 < b < F,,, akkor az a és b egészeken
végrehajtott euklideszi algoritmus hosssza legfeljebb 2n.

6. Az eloz6 feladat segitségével bizonyitsuk be, hogy az a,b > 2 egész
szamokon végrehajtott euklideszi algoritmus hossza legfeljebb clogb, ahol
c > 0 egy a és b-t6l nem fiiggd konstans.

7. Legyen R, (n =0,1,2,...) egy Rg = 0, Ry = 1 kezdGelemekkel és
az R,y1 = AR, + BR,,_1 rekurziéval definilt sorozat, ahol A, B zérustdl
kiilonb6z6 konstansok. Bizonyitsuk be, hogy

R3, = DR? +3(—-B)"R,,
ahol D = A% + 4B.
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8. Legyen R, az el6z6 feladatban definidlt sorozat. Bizonyitsuk be,
hogy ha D > 0 és o az 22 — Az — B = 0 egyenlet nagyobb abszolit értékii
gyoke, akkor

R,
lim R

n—oo n

9. Bizonyitsuk be, hogy az el6z6 feladat feltételei mellett

1
cR?

o — Rn+1
R,

akkor és csak akkor teljesiil végtelen sok n esetén, ha |B| =1 és ¢ < V/D.
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